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xzy/{ |m}�~!}����

φ ��� �������/����� ~ � }��7���J��� �/�P�����
φ : P ∈ Pn 7−→

(
P(x0), P(x1), . . . , P(xn)

)
∈ R

n+1

φ � ��~ �J�����/�!�	�A� ��~.���_��} � } � } �!� � � � �A� � � � � �����J� �$� �+� ~!} �!�/��� �	���M}���~ � }����.��� � �/��� ��~ � ��� �	� ~ ��� �� }�� �m�J�	�/��� }��C��~!��� �/� �!}��C��}�  � �¡�£¢¤} � ~ P ∈ Ker φ
�¡¥¦� �<��� } � � deg P = n ��� ~ � }�� � ~!}���~

i ∈ [[ 0 ; n ]] � P(xi) = 0
��¥¦� � �e}�� �k� � � } � ��� n + 1 ������� � � �m� � ��~ � � � ~ � � � }�� � P � ��� ��� ��~� � � �	§�� � n

�£¥¦� � �M�e�	�e� � ~m��� � P � ��~ ����� } �  ¤��¨ �A� �¤� ��� �e}�� � ��� � φ � ��~ � ��� �+� ~ � � � �© } �A�A� � �.��� ��� � }�� � dim R
n+1 = dimPn � }�� � �k�e�+�e� � ~U��� � φ � ��~���� � �!} � } ��� � � � �s�� � � � �����J� �m� �+� ~!} �!�/��� �	��¥¦�ª� ��� ~ ��� } � �#��� �«��� �/�A��§�� � � ��� �«¬z� � �9����� φ

}�� �z��� φ−1 � ��~h��� �
¬�� � � � © } �A�A� {Li}i∈[[ 0 ; n ]] ������������ ~ � } �s�A�#��� ���<��§�� � �#����¬�� � �#�	� ��}�� � ��� � � � R

n+1 �����
φ−1 ���/� � � ��§�� ~#� � ��� ��¬z� � � � � Pn

�® �z�¯� � �e��~ �	�!�A� � ���h��� � Li � }�� �����<��� ��� � ��� �s��� }�� � � � }���� �� ~��e����° n − 1 �����J� � � �«±
�/� � xj �e� }�� � j 6= i

��² ��� } �  ���¨ �A� Li �£� �e~h�e}�� � � � � �J������� ��}���� �/�«� } �!�A�

Li(X) = Ai(X)
n

Π
j=0,j 6=i

(X − xj)

³ ~#}�� �<��� } � �
deg(Li) = deg(Ai) + n} � }��´� ��� ~«��� � degLi 6 n �>� ~«}�� � �´���	�e� � ~s��� � degAi = 0 �1��� � ��~«°µ� ����� ��� � Ai � ��~� }�����~ � ��~+� � }�� � �e��~ �	�!�A� � ���#��� ~�~ �9� }�����~ � ��~ ��� }��C�e~ �/�/� � �P�/� � ���/� � � � � Li � � xi

�£¥¦� �
Li(xi) = 1 = Ai

n

Π
j=0,j 6=i

(xi − xj)

� � }�¶
Ai =

1
n

Π
j=0,j 6=i

(xi − xj)

· � � ���/���A� ��~ � }��7~ � }���� �
Li(X) =

n

Π
j=0,j 6=i

X − xj

xi − xj

xzy�¸ ¥¦�¯��}�~ � pn �/�w� } �  ¤��¨ �A� � � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }��¹� � f � � ��� � � } � ��~�� xi �>��� � ��~k°M� �/���<���� } �  ¤��¨ �A� � � Pn

~ �	� ��� �#� }�� � ~!}��e~ i ∈ [[ 0 ; n ]]
}�� ��� ~ pn(xi) = f(xi)

� © } �s�A� pn ∈ Pn� ~m��� �h�/� � {Li}i∈[[ 0 ; n ]] � } �!�A� ��~���� ��¬z� � � � � Pn ���/�¡�Jºe� ��~ � λ0, . . . , λn

~ �	� ����� �
pn =

n∑
i=0

λiLi

» )��������(�¡��¼J
� '½�¾�¿�À+Á�Â
ε Ã ¿ & �����
��� & ����
��J��������
��!�! & ��Ä�������
������!���������� ��
���
Å����
��#���(�	+
���*���� &�Æ ����)�
!���J��
��� & �J�>��
�� Æ ��
��J¼J
��	���Ç.È�É�Ê�Ê�Ë�É�ÊJÌ�Í�Î�Ï�Ð�Ñ/Ò�ÓÅÔ	Õ�Ê�ÖJÉ�Î�ÒJ×�Ø�Ñ�Ù�Ê
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³ �C�	� ��� � � ��~ �J� ~!~ ����º¤���!� �!� � }�� � � xi � }��7~ � }���� �
pn(xi) = λiLi(xi) = λi

}�� � �e}�� �
pn =

n∑
i=0

f(xi) Li

�M}���~ � }���� �<��� ��~ � � � ��~ ��� ��� ���J� ~!�¦� � ���A~ ���z� } �  ¤��¨ �A� ��¢¤� ��� }���}���� ��� � ���z�Jºe� ��~ � pn � ~ p̄n~ ��� ����� �
∀i ∈ [[ 0 ; n ]] pn(xi) = p̄n(xi) = f(xi)¥¦� � �M�e�+�e� � ~m��� �

∀i ∈ [[ 0 ; n ]] (pn − p̄n)(xi) = 0² �h� } �  ¤��¨ �A� (pn − p̄n) � � �A� ~ n + 1 �����J� � � � �¤� ~ � } �A�s�9����� } �  ¤��¨ �A�h� ��~m� � � ��§�� � � �
��� ��� n ���/�¡� ��~��¤� � �£¥¦� � ��}�� � pn = p̄n � � � }�¶ ��� ��� �/��� ~��9� � pn

�
xzy�� � }�� �#�J� ~�~ � ��� � ��~ � }�� � }��7��}�~ �

(x0, x1, x2, x3, x4) =

(
−1,−1

2
, 0,

1

2
, 1

)

² �h� } �  ¤��¨ �A� ��� ����� }�� � � �	��� � �h� ��~ ��� } � �R� §���� °
P = f(x0)L0 + f(x1)L1 + f(x2)L2 + f(x3)L3 + f(x4)L4

=−3

2
L0 +

1

4
L2

� � �!���A~m�e}�� � � ��������� � ���	� L0 � ~ L2
�

L0(X) =
X

(
X − 1

2

)(
X +

1

2

)(
X − 1

)

(
− 1

)(
− 3

2

)(
− 1

2

)(
− 2

) =
2X

3

(
X − 1

2

)(
X +

1

2

)(
X − 1

)

L2(X) =

(
X + 1

)(
X +

1

2

)(
X − 1

2

)(
X − 1

)

(
− 1

)(
− 1

2

)(
1
)(1

2

) = (X + 1)(2X + 1)(2X − 1)(X − 1)

¥¦�7~ � }���� � �z� ���/���A� ��~

P(X) =−3

2
L0(X) +

1

4
L2(X)

=−X
(
X − 1

2

)(
X +

1

2

)(
X − 1

)
+

(
X + 1

)(
X − 1

2

)(
X +

1

2

)(
X − 1

)

=
(
X − 1

)(
X − 1

2

)(
X +

1

2

)

xzy�� ¥¦� � � �	��� � � ° � }���~ ����� ��� �

∀x ∈ [ a ; b ] ∃ξ ∈ ] a ; b [ f(x) − pn(x) =

n

Π
i=0

(x − xj)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

|m}�~!}�������� ���J� ~�~ � � §������ ~!� � ��~#��� � � � ��~ � � � f ∈ Pn � }�� ��� } � �G� � x � ��~#� §���� ° ��� ��� xi

�
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� � ��� �/� � � �e~ ��� � �	� � ��� }���� � �e� � }���� ���s� }�� � ~ � }��

ϕ : t ∈ R 7−→ f(t) − pn(t) − Kx

n

Π
i=0

(x − xj)

}�¶
Kx � ��~ � ��} � � � ~ �	� ��� � ϕ(x) = 0 �(��� � ��~«°ª� ����� ~ ��� ��� � ��� � §����/� ~�� ��� �w��� }�� � � ����� � � °

� }���~ �!�	� �!} � ~���� �!� ��� ��� �z¥¦�C� �A� � ����� � ��� ° �Jºe�����/�s�	� Kx � � � }�� � ~ � }��M� � ��� f (n+1)(ξ)
�

² �s� }�� � ~ � }�� ϕ � � �s� ~ � � � } � ��� n + 2 � � � }���� � ��~ � � � ~�� �(��� � xi ��� ~ x � � ³ � �������/� ��� � ��~
�/� ~!���	} �����A� � �	� } ���/� �!� ���/� � � ��~ �	� � ���/�/� ���!� ����� ��� ��� � �e����� � � �����$��� � � � � }���� � ϕ � }�� � }���~ �!���� � ϕ′ � � �A� ~ � � � } � ��� n+1 � � � }���� � ��~ � � � ~��	� ³ � �������/� ��� � ��~�°P��}���� �	� � �/� ~!���	} �����A� � �
� } ���/� �!� �$�/� � � ��~ ��� � �����/� �$�e�J��� � � �����$��� � � � � }�� � � ϕ′ � }�� � }���~ ��� ��� � ϕ′′ � � �A� ~ � � � } � ���
n � � � }���� ³ � � }���~ � �¤� � ��~m� �s�J� ~!~ �«�A� � �
������� }�� � }���~ ��� ��� � ϕ(n+1) � � �A� ~ � � � } � ���#���
� � � }_±

∃ξ ϕ(n+1)(ξ) = 0� ���#�����/�/� � � � �¤� } � �!��� � }��7�e� ��� � � n + 1 � } � � ϕ
±

• ² � �e� ��� ��� ��� n + 1 ���	�A� � � pn � ��~#�¤� ���/�����	��� pn � ��~#� � � �	§�� � � � � � �!�/� � � ° n
�

• ² � �e� ��� ��� ��� n + 1 ���	�A� � � Kx

n

Π
i=0

(x − xj) � ��~�� §����/� ° (n + 1)!Kx

�
}�� � �e}�� �

ϕ(n+1)(t) = f (n+1)(t) − Kx(n + 1)!� � }�¶
ϕ(n+1)(ξ) = 0 = f (n+1)(ξ) − Kx(n + 1)!�!} � ~

Kx =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!³ ����� ��� �7�	� ��� � � ��~ ϕ � � x � }��_~ � }���� �

ϕ(x) = 0 = f(x) − pn(x) −

n

Π
j=0

(x − xj)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

��� ��� � �e}���� �

∀x ∈ [ a ; b ] ∃ξ ∈ ] a ; b [ f(x) − pn(x) =

n

Π
j=0

(x − xj)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

xzy
 � � ������� � ��� � §������ ~!�h~ � }������ � ° ��� ��� � ��~ � }�� ��� � � �+� � ��~ ��� }�� �

∀x ∈ [ a ; b ] |f(x) − pn(x)| =

n

Π
j=0

|x − xj |

(n + 1)!

∣∣∣f (n+1)(ξ)
∣∣∣

� � }�¶
∀x ∈ [ a ; b ] |f(x) − pn(x)| 6

‖f (n+1)‖∞
(n + 1)!

n

Π
i=0

|b − a|
�!} � ~

∀x ∈ [ a ; b ] |f(x) − pn(x)| 6
‖f (n+1)‖∞(b − a)n+1

(n + 1)!· � � ���/���A� ��~
‖f − pn‖∞ 6

‖f (n+1)‖∞(b − a)n+1

(n + 1)!
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• ��� ����  � 	� 	��
�� k¢ � f : x 7→ cos(x) �¤��� } � ��}�� �£� �e~ �<� ��} ����� ‖f (n+1)‖∞ ����� 1
�

¥¦� � �e}�� �
‖f − pn‖∞ 6

1

(n + 1)!� }�� �#� ��} ��� ‖f − pn‖∞ 6 E �e��� �����A~m�e}�� � � � � ��} �/� 1/(n + 1)! 6 E
�

 � � }��´� � �e}���� � E = 0, 1 �>��� } � � n = 3 � }��¤� ��� ��~ ����� � ��~«°M� �/�!� ��� � � � } � ��~���!���w� � ��~ � �
 � � }�� � � �e}���� � E = 0, 01 �£��� } � � n = 4 � }���� �/� ��~ �(��� � ��~9°_� ����� ��� ��� � } � ��~���!���w� � ��~ � �
 � � }��µ� � ��}���� � E = 0, 001 ����� } � � n = 6 � }��¤� ��� ��~ �(��� � ��~¦°w� ����� ��� ���s� } � ��~���!���w� � ��~ � �

• �  ����� � �� ���
�� w¥¦�M� � � ��~ ����� ��� � ° ��� �	� � ��~#° g : x 7→ e 3x ��¥¦� �A��� } � �

∀x ∈ R g(n+1)(x) = 3n+1e 3x

¥¦� � �¯�e�+�e� � ~9��� � � � }��¯� �A��������� �!� � [ 0 ; 1 ] � ‖g(n+1)‖∞ = 3n+1e
� � � �!���A~���}�� �

� � � ��} �/� 3n+1e

(n + 1)!
6 E

� � }��_� � �e~��J~ �!� ��� � ��� � ‖g − pn‖∞ 6 E
�

 � � }��¹� � ��}���� � E = 0, 1 ��� } � � n = 9 � }��¤� ��� ��~ ����� � ��~�°M� ����� ��� � 2�� � } � ��~���!���w� � ��~ � �
 � � }��M� � �e}���� � E = 0, 01 ��� } � � n = 11 � }��¤� �/� ��~ ����� � ��~m°<� ����� ��� � 2 � � } � ��~���!���w� � ��~ � �
 � � }��_� � �e}���� � E = 0, 001 ��� } � � n = 12 � }��¤� ��� ��~ �(��� � ��~G°«� ����� ��� � 2 � � } � ��~���!���w� � ��~ � �
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�¦b cedAfhgRikjml�n1o.fhp�lkd q���� gGi�� p�fhg

�'y/{ ¢¤} � ~ φ ����� } ��� � � � �s� � � ��� ��� � � ~ � }��¯±

φ : p ∈ P3 7−→ (p(x1), p
′(x1), p(x2), p

′(x2)) ∈ R
4

² � �������/�/�	� ~ � }�� φ � ��~ �/� ��� ���/��� �z¥¦�7�J~!�z� ��� �!}��7��}�  � �ª±

Ker φ =
{

p ∈ P3 p(x1) = p′(x1) = p(x2) = p′(x2) = 0
}

¢¤} � ~ p ∈ Ker φ
� ® � } � � x1 � ~ x2

��}���~ ������� � � �G�e}�� ¬���� ��� � p
� � }�� �P�/�¡��º¤� ��~ � K

~ �	� ��� �
p(X) = K(X − x1)

2 (X − x2)
2

� } �A�A� p � ��~¦� � � �	§�� � � � � � ����� � � ° 3 � }�� � �µ���	�e� � ~¦��� � p � ��~¦��� � �£² �9� } ��� � � � �s� φ � ��~�e}�� �h� ��� �	� ~ � � � � ����� ��� � dimP3 = dim R
4 � �e}�� � � � ����� � � ��� ~�����} � �	�A� ��� ��� � §�� φ � ��~#���

� ��} � } ��� � � � �A� �¢ � }��7� � �e}���� � ��� �P� }�� � ~ � }�� f ∈ C 1([ a ; b ]) ����� } � � �/��� } �  ¤��¨ �A�
φ−1 (f(x1), f

′(x1), f(x2), f
′(x2))

� ��~G~ �	� ��� � 



p(x1) = f(x1)
p′(x1) = f ′(x1)
p(x2) = f(x2)
p′(x2) = f ′(x2)� � }�¶ ��� ��º¤� ��~ � � �J� �e� � } �  ¤��¨ �A� � � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }��_� � �#�	�!�A� ~ � ��M}���~ � }�����° ��� �	� � ��~ ��� ��� ���J� ~!�m� � ���s~ ����� } �  ¤��¨ �A� ��¢¤} �/� ��~ p � ~ p̄

� � � º«� } �  ¤��¨ �A� ��~ ��� ���� � 




p(x1) = f(x1)
p′(x1) = f ′(x1)
p(x2) = f(x2)
p′(x2) = f ′(x2)

� ~





p̄(x1) = f(x1)
p̄′(x1) = f ′(x1)
p̄(x2) = f(x2)
p̄′(x2) = f ′(x2)¥¦� � � �e�	��� � ~���� � φ(p) = φ(p̄) � �e}�� �#� } �s�A� φ � ��~ � ��� �	� ~ � � ��� p = p̄ � � � }�¶ ��� ��� �/��� ~��h� � ���~ ���¡� } �  ¤��¨ �A� �

�'y�¸ ¢e} � ~ x ∈ [ a ; b ]
� © }��z� � �e� � }��z� ���s� }�� � ~ � }��

ϕ : t ∈ [ a ; b ] 7−→ f(t) − Kx(t − x1)
2(t − x2)

2 ∈ R

}�¶
Kx � ��~ � ��} � � � � � ~ �	���/� ��} � ~ � ��� � ϕ(x) = 0

��² ��� }�� � ~ � }�� ϕ � � �A� ~�~ � } � � � � � }��1� � ��~ � � � ~��R±
x, x1, x2

�U¢¤� �9�/� � � ��~ �	� � ���/�/� �9�e����� � � �����k�J� � � � � }���� � ϕ �>�/� ~!���	} �����A� � � � } ���/� � �!�!� ���
��� ��ºe� ��~ � � �J� � � � � � º � � � }��R° ϕ′ � � �h��� ��� � }�� � � ��� ~��e����°«� � � º � � � }�� � }�� � ϕ′ ± x1, x2

��¥¦�
� �w�e�	�e� � ~G��� � ϕ′ � � �A� ~ � � � } � ���$��� � ~ ���	� � � }���� ³ � ��������� ��� � ��~.°���}���� �	� � �/� ~�����} � �	�s�� � � } �/�/� ��� �.�/� � � ��~ ��� � �����/� �.�e�J�z� � � �����$�/� � � � � }��$� � ϕ′ � }��w��} � ~R��� � ϕ′′ � � �A� ~ � � � } � ���~ � } � � � � � }���� ³ � ��� } � �+� � ��~#� �P� � �A��� }�� � }���~ �!� ��� � ϕ(3) � � �A� ~ � � � } � ����� � � º � � � }�� �
� � � ����� � ϕ(4) � � �A� ~ � � � } � ���G��� � � � } � ��� �P��� }��7��}�~ � ξ

�
� ���#�����/��� � � �P±

ϕ(4)(t) = f (4)(t) − 4!Kx
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© } �s�A� ϕ(4)(ξ) = 0 �
Kx =

f (4)(ξ)

4!¥¦� � ��� ���/���A� ��~ � }���~ � ����� �
∀x ∈ [ a ; b ] ∃ξ ∈ [ a ; b ] f(x) − pn(x) =

f (4)(ξ)

4!
(x − x1)

2(x − x2)
2

�'y�� ¥¦�7��} � ~ �/�A� �+� ��� ~ �	�A� ��~m��� �P��� � � } �  ¤��¨ �A� �G��� � � � ��~�� � }���� �/� ��� � ��~h±




A1 = φ−1
(
(1, 0, 0, 0)

)

B1 = φ−1
(
(0, 1, 0, 0)

)

A2 = φ−1
(
(0, 0, 1, 0)

)

B2 = φ−1
(
(0, 0, 0, 1)

)

}�¶
φ � ��~ ���P� } ��� � � � �A� �e����� � ° ��� ��� � ��~ � }�� (a)

�
¥¦� �����<��� ��� � ��� � A1 � ~ A2

�!}���~ �/� � � � �A� � � � � � � � §��	� ��~ ��� � � ¨ �/� �R� � x1 � ~ x2
� � �

� � �A��� }�� � B1 � ~ B2
�£¥¦�_� � � � �e}�� �������/� � �/��� ��� � A1 � ~ B1

�
• � { � ����� � 

A1¥¦�ª� ��� ~P��� � A1(x2) = A′
1(x2) = 0

� © ����� � �/§ � � � � ��� � A1 � ��~�� � � � � ��¬����«����� (X −
x2)

2 �G¢¤} ��� ��~ L1 � ~ L2 ��� � � } �  ¤��¨ �A� �_� � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }�� � � ² ��§���� � §��µ� �!�!} �J� �	�w°
{x1, x2}

� © } �A�A� }�� ��� � ���M° ��� ��º¤�	�����/���P��� � � �+� � ��~ � }�� �
L1(X) =

X − x2

x1 − x2
� ~ L2(X) =

X − x1

x2 − x1© } �A�A� A1 � ��~1� � � � � �/¬��/������� (X−x2)
2 ��� ~>��� � L2

1 � ��~ ��� } � } � ~ � }���� ��� ° ����� } �  ¤��¨ �A���
A1 � ��~#� §����/���A� ��~#� � � � � ��¬����P����� L2

1

±
∃Q1 ∈ P1 A1 = Q1L

2
1¥¦�7� � �e~ ���/� � �����/� � � �e~ �!� � � }���� � ~ � }�������� ����� }�� � ��� � A1 � }�� � ���J~ �	�!�A� � ��� Q1

±




A1(x1) = 1 =Q1(x1)L
2
1(x1) = Q1(x1)

A′
1(x1) = 0 =Q′

1(x1)L
2
1(x1) + 2Q1(x1)L1(x1)L

′
1(x1)

=Q′
1(x1) + 2Q1(x1)L

′
1(x1)

¥¦� � �7���	�e� � ~¦��� � {
Q′

1(x1) = −2L′
1(x1)

Q1(x1) = 1� � }�¶
A1(X) = (1 − 2L′

1(x1)(X − x1))L
2
1(X)

• � { � ����� � 
B1� ��� � �A� ��� ��� }�� ���/�������/� � � � � A1 � }�� �

∃R1 ∈ P1 B1 = R1L
2
1² � � � �e~ ��� � � }���� � ~ � }�������� � B1

� � �Jºe�������A� ��~#�!}���� ���«� } ���s�
{

B1(x1) = 0 = R1(x1)
B′

1(x1) = 1 = R′
1(x1) + 2R1(x1)L

′
1(x1)
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¥¦� � �7���	�e� � ~¦��� � {
R′

1(x1) = 1
R1(x1) = 0� � }�¶

B1(X) = (X − x1)L
2
1(X)

�'y�� � � ��� �«�A� � �
�����h§ ����� ��������� }�� �£� �e~m~ � � ���¦���9� � �s�k����� �!}���� ���A� ��~#��� � ° ��� ��� � ��~ � }��
��� � � �	� � ��~ �P� }�� � ~ � }���� ���

{
Ak(X) = (1 − 2L′

k(xk)(X − xk))L2
k(X)

Bk(X) = (X − xk)L2
k(X)

}�¶
Lk � ��~ ��� k ���A�«� } �  ¤��¨ �s� � � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }��µ� � ² ��§���� � §���� ���!} ��� � � � ºM� } � ��~��#}�¶ ��� }��

� ��~ ����� } �/� �
� ��´{ ��� � � ~ � ��~7�e}������¯��� �µ� }�� � ~ � }�� f

�!���w� ���s�A� ��~ � � § � �/�
�������$� ~ n � } � ��~�� � }�� �z� �e~
� ��~ ����� } ���	� °�� � ���A� } � ~ � ��� ��� } � � �!��� � � � ��� ���<� �¦��� � � } � ��~�� ����� } � � �!� � � ��~ � ��~ ��� �
� } ��� � �s� ��~ �/�P� � �A��� }�� �#� � � ��� �h� } � ��~	�¥¦�µ� � ��}���� � n � } � ��~�� x1, x2, . . . , xn �£� ~ n � ��~ �/��� � α1, α2, . . . αn

��¥¦�M��}�~ �
M =

n∑
i=1

(αi + 1)
� ® � } � � � }�� � ~!}��e~ f ∈ C max αi ���/�¡�Jºe� ��~ � ���M��� � ��� ��� } �  ¤��¨ �s�

P
� � PM−1

~ ��� ��� �
∀k ∈ [[ 1 ; n ]] ∀0 6 j 6 αk f (j)(xk) = P(j)(xk)

¢ � f � ��~�� �9�J��� ��� � C M ����� } � �

∀x ∈ [ a ; b ] ∃ξ ∈ [ a ; b ] f(x) − P(x) =

n

Π
k=1

(X − xk)αk

M!
f (M)(ξ)

® ~�~ � ��~ � }�� �J���£� �z� � ��~ � � � }��7�e�	� �����h� ��~ �	�!� } �/��� ° ��� } � � ��� N � �7��� � } � ��~ x0 �e��� � ��~°A� �����P���A� }�� ���
f (N)(x0) = P(N)(x0)}��<�e} � ~ } ¬����/§�� ~!} �������A� ��~ ����� � �J�������.�/� � � ����� � � � � � �J��� } � ��~$°h~!}���~ } � � �!�R� � � � ����� � �°

N ����� � ��~#°<� �/�!� ��� �P��� }��C��} � ~G� §������	�s� ��~ � ��} �/�
∀i ∈ [[ 0 ; N ]] f (i)(x0) = P(i)(x0)

� ��� 2 ��� ��§������ ��~ �/�R��� ��� ���J� ~!�k��� � } �  ¤��¨ �A� � � � ��~ ����� } �/� ~ � }��¡�
� ��� � �e~ ���/� � �������_� ��~!��}e� � �¤� � � � ��� �/� � ��� �P� � � � ��~ ����� } �/� ~ � }����h� � �#�	�!�A� ~ �A� ~� � ² ��§���� � §��¦� }�� � �e�J~ �����A� � �	� ��� �P� } �!� � ��� � � ������� � � �
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g

f − g

h

f − h

g − h

F

f

������� 2  � }�� �1���¦���!�	�A� �	�!�.� ��� §������ ~!� � }��k� �J��� ~ ��� ~!����} �����A� � � �  �~!� ��§ } ��� � � ��� �/� ~ �!��� � §�����e����� �¡�z���G��� ��� �+� ~ � � � � f − g � g − h � f − h
�

�hb 	 iPl�
zg��hf¦p�l9d�<p�n��hgGi�f¦p�gGdwd<g����<i��<d g���j'o��Pg qsg
qsp � gGd���p�l9d���p�d<p�g���� �$f!wl9qsg qsg#" oAn1gGi%$<p�d

&¡y/{ ¥¦�C��� ��� }�� � ��� � g � ��~����C� �+� ~ � � � � � F
~ ��� ��� �

∀h ∈ F (f − g, h) = 0

® � } � �R}�� �£� �e~#� �J���������e� }�� � ~!}���~ h ∈ F � ��} ��� · �/§ � ��� 2 � ±
‖f − h‖2

2 = ‖f − g + g − h‖2
2

= ‖f − g‖2
2 + 2(f − g, g − h) + ‖g − h‖2

2

= ‖f − g‖2
2 + ‖g − h‖2

2

‖f − h‖2
2 > ‖f − g‖2

2

¥¦� � � � �('£� ~ (f − g, g − h) = 0 ������� g − h ∈ F � �e}�� � g − h � ��~¦} � ~���} § }�� ��� ° f − g �
����� �¤  � }�~�� � � � �

� � �J�/��� }e��� �	�s� ��~ � �!� ��� }��!}�������� � ������ºe� ��~ � g
~ ��� ��� �<� }�� � ~�}��e~ h ∈ F � }�� ��� ~ ‖f −

g‖2 6 ‖f − h‖2
�® � } � � � }�� � ~�}��e~ v ��� ~ � }��e~h~!}��e~ t ∈ R � g + tv � ��~*) ��� ���h� � } �/§ ���,+µ� � f

��� � g
� �

��� � ��~ � ��} �/� · ��§ � ��� � � �z¥¦� �A��� ��� �
‖f − (g + tv)‖2 > ‖f − g‖2

}�� � } �A�A� � ���h�z��� �e�	� ��� } ���z�	�����P�������A�/�����A���«¬��!� ±
‖f − (g + tv)‖2

2 = ‖f − g − tv‖2
2

= ‖f − g‖2
2 − 2t(f − g, v) + t2‖v‖2

2}�� � �C���	�e� � ~m��� �P� }�� � ~�}��e~ t ∈ R � ~ � }�� � ~�}��e~ v ∈ F

−2t(f − g, v) + t2‖v‖2
2 > 0

¢ � t > 0 � }�� �z� �e~�� �/�A����� � �	�.����� t ��� �Jºe����� ��� � }��A~ � }������ ����� � � � �(������� ~ � ��� �!� t
� �	� � � ��� }�� �~ � }���� �	� (f − g, v) 6 0

�¡¢ � t � ��~���� §�� ~ �����'��� � ��� §������ ~!�s~ � }������ �«� � � � §�� � � � � ��� � } � �!��� � }��
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g

f − g

F

f

g + tv

f − (g + tv)

������� �  � }�� � ��� � �	� }���� ��� ��� §����/� ~�� � }��<� ���!� ~ ��� ~!���	} �����A� � � �  �~�� ��§ } ��� � � ��� �/� ~ �!��� � §�����e����� �¡�z���G��� ��� �+� ~ � � � � f − (g + tv) � g + tv � f − g
�

��� � �/�A���/� � �«����� t
��¥¦�C~ � }���� �9��� } � � ��� � �(��� � � ��~�~ � ��� ��� t

� �	� � � ± (f − g, v) > 0
��¥¦� � ��e�+�e� � ~���� �����	�s� ��~���� �

(f − g, v) = 0

&¡y�¸ ¢¤� ��� }��!}��z� ��� � ���¦�Jºe� ��~ � � � � º � �	� ~ � � � � g1 � ~ g2
~ ��� � ��� � g1 � ~ g2 �A� � �/�A� � � ��~

‖f − h‖2 � }�� � h ∈ F
� ® � } � � �e� � ��������� ��� � ��~ �/� ~!���	} �����A� � � �  �~!� ��§ } �!��� }�� �

‖f − g1‖2
2 = ‖f − g2‖2

2 + ‖g1 − g2‖2
2

� ~m� �P� � �A�
‖f − g2‖2

2 = ‖f − g1‖2
2 + ‖g2 − g1‖2

2

� � � ��� �	� ~ � ��~ ��� � �+� }���� � � §����/� ~��P� � ��� ���s���!�	�A� �	�!��� }��7~ � }���� �
‖f − g1‖2

2 = ‖f − g1‖2
2 + 2‖g1 − g2‖2

2

� � }�¶ ‖g1 − g2‖2
2 = 0 � ��} � ~ g1 = g2

�
&¡y�� �M}���~ � }������ � �z�U��� ���!�	�s�/��� ~ ���A� ����� �G�/�¦�(���s�/�/��� � � � � }�� � ~ � }���� ϕi � ��~ ���/¬���� ��¢¤} �/� ��~

λ0 . . . λn+1
~ ��� �#��� �

n∑
i=0

λiϕ
i = 0

³ � ��� ��� � � ��~ �J� ~�~ � ��º¤���!� �!� � }�� � � ��� xj � }�� ~ � }���� � λj = 0
��¥¦� � � �e�	�e� � ~µ��� �ª���

� } �k¬�� � ��� �!}�� �/� ��� ���/�!�<� ��~k~ ��� � �����/� �>² �7�(���A���/�/� � � � ϕi � ��~k�e}�� �<�/��¬���� ����} �/�9��� · �/§ � �!� �
� }�� � ���_~ ����� ��� �P���k� }�� � ~ � }�� ϕi ��M}���~ � }����<° ��� �	� � ��~w��� � �	���/�M� ��~ § �	��� ��� ~ �!���J� � � }�� � �����������/� �!���A~ � �M� }���~ ����� ��� �
��� � � �z���J� Vh � ��~k� � � ���A� �z� � }�� n + 1

�¡|m}�~�}����
Φ ��� ��} � } � } �!� � � � �A� � � Pn

1

� � �z� R
n−1�e����� �¡�z���

Φ : (P1, P2, . . . , Pn) 7−→
(
(P2 − P1)(x1), (P3 − P2)(x2), . . . , (Pn − Pn−1)(xn−1)

)

�M}���~ � }����#��� �«�J�k� } �!� � � � �A�9� ��~¦�!� � � �+� ~ � � ��|#}�~!}��z� (y1, . . . , yn−1) ∈ R
n−1 �'¥¦� � ��} � � � ~
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0

1

xi−1 xi xi+1

������� �  ² �P� }�� � ~ � }�� � �#¬�� � � ϕi �¤¥¦� � ��� ~.��� � ���/��� � � �e~ 0 � � xj � }�� � j 6= i ��� ~ 1 � � xi

� � �� � �Jºe� ��~ � ��� � ��� � � � � �/�h�A� � �
����� � � ��} � ��� ���h��� � � } � ��~�� (xi−1, 0) � ~ (xi, 1) ����� ��� � � � } � ~ ���
��� ��� � ��� �P� }�� �#�/� � � } � ��~�� (xi, 1) � ~ (xi+1, 0)

�

��� } � � P1 . . . Pn

~ ��� �#��� �




P1(x1) = 0
P2(x1) = y1 � ~ P2(x2) = 0
. . .
Pi(xi−1) = yi � ~ Pi(xi) = 0
. . .
Pn−1(xn−2) = yn−2 � ~ Pn−1(xn−1) = 0
Pn(xn−1) = yn−1

� � �¦~ ��� � Pi �Jºe� ��~ � ��~A± �/� �!���A~P� �<� ��} � � �/� Pi(X) = yi

X − xi

xi−1 − xi

�'� � � � P1 = 0 � ~ Pn =

yn−1
� ® � �z� ��� Φ � ��~��!� � � �	� ~ � � � �z¥¦� �A��� } � � � � � ����� � � ��� ~�����} � �	�s� �e� ��� � §

� �/� (
(P1)

n
)

=
� �/� Vh + �!§ (Φ)

� ~ � } �A�A� Φ � ��~m�!� � � �	� ~ � � ��� }�� �s��§ (Φ) = n − 1
� · � � ���/���A� ��~ � }��_~ � }���� � ��� �

� �/� Vh = 2n− (n − 1) = n + 1

² � � ϕi � } ���A� ��~#�e}�� � ��� ��¬�� � � � � Vh

�
¥¦�M�e� � } �A� }�� �¦���A��� }�� �	� ~ � }��7� � f

�!� � Vh

� � ��� ���s¬�� � � � � � ϕi ±

PVh
(f) =

n∑
i=0

fiϕ
i

PVh
(f) � ��~ ��������� ~!� �!� �!� �h�����G�/�P�(��� ~m��� � f − PVh

(f) � ��~#} � ~!��} § }�� ���/� ° Vh

±
∀v ∈ Vh (f − PVh

(f), v) = 0

© } �s�A� ϕi � ��~���� ��¬�� � � � � Vh �z�J� ~!~ � � �	� � � �	�!�P� ��� �	� ~ � }�� � ��~#�+��� � � ���/� ��~ � °
∀j ∈ [[ 0 ; n ]] (f − PVh

(f), ϕj) = 0
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� � }�¶
∀j ∈ [[ 0 ; n ]] (f, ϕj) −

n∑
i=0

fi(ϕ
i, ϕj) = 0

���	�J�'�£� ��~ � � � } ��� � � � �J���/�!�
Af = b}�¶ �/�.� } � � �J�/� ��~ § �	��� ����� � � A � ��~ (ϕi, ϕj) � f � ��~ �/� � �+� ~ � � � � � � fi �	� ~ b � ��~ ��� � �	� ~ � � � �e}���~

�/� � � } � � ����� ��~��$�!}���~ �/� � (f, ϕi)
��² �9�<� ~ �!���J� A � ��~R�!  � ��~ ��� ��� �����z��� �!  � �J~ ���/� �e� ��� }e�e� � ~� �����/������� � � ² �s�A� ~ ���/��� A � ��~ �����£��� � ����� �����	��
��
���� ��� � �P���k�(���A���/��� {

ϕi
}

06i6n
� �² �s�<� ~ �!���J� A � ��~m�e����� �/��� }�� � ~ � � ���������R� }�� � ~!}��e~�� � }�� �

(Av, v) =
n∑

j=0

vj(Av)j

=
n∑

j=0

vj

n∑
i=0

vi(ϕ
j , ϕi)

=
n∑

j=0

n∑
i=0

(ϕj , ϕi)vivj

=(
n∑

j=0

vjϕ
j ,

n∑
i=0

viϕ
i)

= ‖ṽ‖2
2 > 0

}�¶ ���«� }�� � ~ � }�� ṽ � ��~#�e�J�z� �����z���
ṽ =

n∑
i=0

viϕ
i

� ��� �µ��� ����� � � ��} � ~ ��� ����� �J� �!� ���/���h� }�� �m��� ��� � ~ � � �9��� ��º¤�	�����/����� }�� �z� � �����/� � ���	�#�/� �
� } � � �J�/� ��~���� �P���A�<� ~ �����J� A

� �m�����£��� }�������� �P��� }�� �
ai,j =

∫ b

a

ϕi(t) ϕj(t) dt

¥¦� �!�	�A��� ��� � ��� �¦�/� �G�!� ��� } � ~��G� � ϕi � ~ ϕj ��}���~G� � � ��} � ��~��G� � � � � � j = i
}��

j = i− 1
}��

j = i + 1
� � }�� � ° ����� ~m� � ��� �J� � ��� � � ai,j = 0

� � �'��� ��~ � �e}�� � ° �����/� � ���	� ai,i � ~ ai,i+1
�

© } �A�A� ϕi � � � � � ��~ � � � �!� � [ xi−1 ; xi ] � � � } �  ¤��¨ �A�R� ��~ �	�!� } ��� ��~ ��� �U� ���/� � � � (0, 1) � � º
� } � ��~�� (xi−1, xi) ��� ~ � � � } �  ���¨ �A��� ��~ ����� } �/� ��~ �/� �m� ���/� � � � (1, 0) � � º_� } � ��~�� (xi, xi+1) �}�� �

ϕi(t) =






t − xi−1

xi − xi−1

� � t ∈ [ xi−1 ; xi ]

t − xi+1

xi − xi+1

� � t ∈ [ xi ; xi+1 ]

0
� � ��}��

ai,i =

∫ xi+1

xi−1

(
ϕ2(t)

)2

dt

=

∫ xi

xi−1

(
ϕ2(t)

)2

dt +

∫ xi+1

xi

(
ϕ2(t)

)2

dt

=

∫ xi

xi−1

(t − xi−1)
2

(xi − xi−1)2
dt +

∫ xi+1

xi

(t − xi+1)
2

(xi − xi+1)2
dt

=

[
(t − xi−1)

3

3(xi − xi−1)2

]xi

xi−1

+

[
(t − xi+1)

3

3(xi+1 − xi)2

]xi+1

xi

ai,i =
xi+1 − xi−1

3
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¥¦� �����/� � ��� ° ��� �	� � ��~ ai,i+1
�

ai,i+1 = 〈ϕi, ϕi+1〉
=

∫ xi+1

xi

(t − xi)(t − xi+1)

(xi − xi+1)(xi+1 − xi)
dt

¥¦�7� � ��}�� ���	����� � �/���
∫ xi+1

xi

(t − xi)(t − xi+1) dt

∫ xi+1

xi

(t − xi)(t − xi+1) dt =

∫ xi+1

xi

(t − xi+1)
2 dt + (xi+1 − xi)

∫ xi+1

xi

(t − xi+1) dt

=

[
(t − xi+1)

3

3

]xi+1

xi

+ (xi+1 − xi)

[
(t − xi+1)

2

2

]xi+1

xi

= (xi+1 − xi)
3

(
1

3
− 1

2

)

∫ xi+1

xi

(t − xi)(t − xi+1) dt =− (xi+1 − xi)
3

6

¥¦�_~ � }���� � ��� ���/���A� ��~
ai,i+1 =

xi+1 − xi

6
&¡y�� � ���<� } �A��������� �!}��´� � PVh

(f) � ��� �G� ��~ �/� �A���/���/� � ���C������� } ºe���<� ~ � }��´� � f �U� ~w� �
Πh(f) � ��� �¡� ��~����C� � � �A� ��~m� � Vh � }�� �

‖f − PVh
(f)‖2 6 ‖f − Πh(f)‖2

&¡y
 ³ �C�e~ �/��� � � ��~ �/� ��� � ��~ � }�� ��� � � �	� � ��~ ��� }�� �
‖f − PVh

(f)‖2 6 ‖f − Πh(f)‖2

® ���µ� � �e~ �/��� � ���#�/� � � } ��� � �/� ��� �k�A� ��} ��� ~ � }��7� � � ������� � � ��� � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }��7�!� �m� � ��� ���C� � �
� ��~ ��� � ���/��� � [ xi ; xi+1 ] � }��<� �k� } �A�A� � �����$�z��� ��� � }�� �£���$��� � ��~!� §������/� �!� � [ a ; b ] � �_��} �s�A�� � � ��~�� §�������� �R�!� � [ xi ; xi+1 ]

±
‖f − PVh

(f)‖2 6 ‖f − Πh(f)‖2

=

√
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(f − Πh(f))2(t) dt

¢¤� � [xi ; xi+1 ] � Πh(f) � ��~h��� �«� ��~ �	�!� } ��� ~ � }�� � � ºµ� } � ��~�� xi � ~ xi+1
� � f

�>¥¦� � �e}�� ���� � ����� � � �/�9� }�� � �R�!� ����� � ��~ �	�!� } ��� ~ � }��

∀x ∈ [ xi ; xi+1 ] ∃ξ ∈ [ xi ; xi+1 ] f(x) − Πh(f)(x) =
(x − xi+1)(x − xi)

2
f (2)(ξ)

¥¦� �A��� } � �

∀x (f − Πh(f))2(x) 6
‖f (2)‖2

∞

4
(xi+1 − x)2(xi − x)2

� � }�¶
∫ xi+1

xi

(f − Πh(f))2(x) dx 6
‖f (2)‖2

∞

4

∫ xi+1

xi

(xi+1 − x)2(xi − x)2 dx
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® ���M� �9�����/� � ���	���J� ~!~ � � �	� � � �	�!�P� ��~�� §���������� }��_� �J��� ~ ��� � ��~!� §���� ��� � �!}���� ���«� } ���A�
(x − xi+1)

2(x − xi)
2 =(x − xi + xi − xi+1)

2(x − xi)
2

=
(
(x − xi)

2 + 2(xi − xi+1)(x − xi)

+(xi − xi+1)
2
)(

x − xi

)2

=(x − xi)
4 + 2(xi − xi+1)(x − xi)

3 + (xi − xi+1)
2(x − xi)

2

¥¦� � �M�e�+�e� � ~m��� �
∫ xi+1

xi

(x − xi+1)
2(x − xi)

2 dx =

∫ xi+1

xi

(x − xi)
4 dx

+2(xi − xi+1)

∫ xi+1

xi

(x − xi)
3 dx

+(xi − xi+1)
2

∫ xi+1

xi

(x − xi)
2 dx

=
(xi+1 − xi)

5

5
− 2

(xi+1 − xi)
5

4
+

(xi+1 − xi)
5

3

=
(xi+1 − xi)

5

30¥¦�_~ � }���� ����� ��� ���e� � �����<� ��� � ��~ �/� � �£� ~ � ~�� ¬ }��e~��9±

‖f − PVh
(f)‖2 6

√
n−1∑
i=0

‖f (2)‖2
∞(xi+1 − xi)

5

120

6

√√√√‖f (2)‖2
∞ max

i∈[[ 0 ; n−1 ]]
(xi+1 − xi)

4

120

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)

6 ‖f (2)‖∞ max
i∈[[ 0 ; n−1 ]]

(xi+1 − xi)
2

√
b − a

120

�9b � �Gi9p�� oRf¦p�l9d d�� � �Gi9p�� �Ag
® � � }�� � �P� � � ��� � � �+� � ��~���� � � � }�� � �e����°7�¤� ��� ��� �/� � � � �<� � � �	�!� ��� � ������� } � � ��� �¤�	�

� � ��� ��� ���A� ��~�� � �P�e� �!� ��� � �	� © � � ������� } ºe���<� ~ � }����m�J~ ����� ��~ ¬�� ��� � �P�!� � � � � � } �k¬�� � ��� �!}����� �P��� ��� ��� � � ���e��� ��� } ���£���A� ��~���� � � �   � } � �

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) + O

(
h3

)

¥¦�7} ¬ ~ ��� ��~ ��� } � �
f(x0 + h) − f(x0)

h
= f ′(x0) +

h

2
f ′′(x0) + O

(
h2

)

��� �G� ��~A��� �C������� } ºe���<� ~ � }��´� � f ′ ° ��� } � � �!� 2 �������s��� �	�!��� � �s� ��~<� �_��� } � � �!� � � h � � ¥¦�
��� � � ��� ~��e~ ���/� �!�9� � ��� �/�s��� ��ºe�����J���J� � � �P�/�s� � � ���/�/� � �
 ��� ��� ��� � � � ��������� � � � � }�� � � §������	�s� ��~¡�e~ �/��� �!� ��� � � � � �J��� ~ � � � ~ � }��P���9² �����/���J�/� � �J� ��~ � � ������ �m� } �«¬�� � � ��� �e��� ��� } ���£���A� ��~ � � � �   � } � ° � � } � ~ �M� ~_° §�� � � � � �e� � } � ��~ ��� �M��� }��
� }���� � � ����� ±�}�� � ��� � ~ � }���� �

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) + O

(
h3

)
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� ~
f(x0 − h) = f(x0) − hf ′(x0) +

h2

2
f ′′(x0) + O

(
h3

)

� }�� � ~ � }���� �	�
f ′′(x0) =

f(x0 + h) + f(x0 − h) − 2f(x0)

h2
+ O (h)

¥¦� �z� �e~9~ � }���� ��� � � � � } ��� � �/� �P� � } � � ���A��� �z� §���� ��� ���<��� � ���C� �	§��/�«� ��~9��� �<��� ��� �/� �
� } �!� � ��� �A��}���~w� � } � � ��� � ��� ��� ����� �z�A}�� �e~ �/��� � � � �C� } � ��~��	� � ���A��º¤�	�A��������� � � } �k¬�� � � ��~� � ' � �����A�A� ��~ ��� ���e��� ��� } ���£���A� ��~�� � � º_� } � ��~�� x0 + h � ~ x0 − h � }�� �

f ′(x0) =
f(x0 + h) − f(x0 − h)

2h
+ O

(
h2

)

� }�� � } ¬ ~ � � �/� ��� ��������� } ºe�/�A� ~ � }�� ° ��� } � � �!� � � ���/� �e� ��� ��� ��� }�� �z� �e~#� §����/���A� ��~G�e~ �/��� � ���
�/� � � } � ��~�� x0 � x0 + h � ~ x0 + 2h

±

f(x0 + 2h) = f(x0) + 2hf ′(x0) + 2h2f ′′(x0) +
4h3

3
f (3)(x0) + O

(
h4

)

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2
f ′′(x0) +

h3

6
f (3)(x0) + O

(
h4

)

��� �P��� }�� � } �«¬�� � � � �h�<� � � �	�!� ±
• ° � ��} �/� ��� � } � � �J�/� ��~���}��7�¤� � � � � � ��~ f ′

• ° � ��} �/� ��� � } � � �J�/� ��~��¤� � � � � � ��~ f ′′ � � }�� �G�(�������P� }���~ ������� } � � �!���¥¦�_~ � }���� ����� } � �

f ′(x0) =

1

2
f(x0 + 2h) − 2f(x0 + h) +

3

2
f(x0)

h
+

h2

6
f (3)(x0) + O

(
h3

)

��� �'� ��~m� � } � � ��� � �
� � ��� �7�<� � � �	�!�7§ �	��� �����/��� }�� �z� �e~<�e~ �/�/� � ���A��� � ��~ ����� } ��� ~ � }�� � ��� � � �e�J~ �����s� � �	� � � �

� } �!� � ��� ��� � } � � �!� � �/� ����� �#�����£��� }���� � � �('£� ~m��� ����� }�� �A���k� } �!� � �/� �!� � � � ��~ � �!� ����� ������� � �� � � ��~ ����� } �/� ~ � }��¯±

∀x ∃ξ f(x) − P(x) =

n

Π
i=0

(x − xi)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

· } ���s�	���/���A� ��~ � }��C�e� ��� � ���e� }�� � ~ � }���� ��� ±

f ′(x) − P′(x) =
n∑

j=0

n

Π
i=0,i6=j

(x − xi)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ) +

n

Π
i=0

(x − xi)

(n + 1)!

dξ

dx
f (n+2)(ξ)

��� ~�~ � �e� �!� � � ~ � }�� � ��~ � � �!�	�s� ��~ � } ���A���/�����+�	��� }��9� �R� }���� ��� ~ ���/� � ��� ��������� �!� �1���#� � § � ������� ~��� �¦�/��� }�� � ~ � }�� ξ
��¥¦�w��� ��� � �m��� �Jºe����� ��� � }��s~ � }������ �#� � ��� ��� � � � � } � ��~��$� � � ��~ ����� } ��� ~ � }�� xj �� ~#}�� �s��� } � �

f ′(xj) − P′(xj) =

n

Π
i=0,i6=j

(xj − xi)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)

¥¦� �!� ��� }�� �_��� } � �«��� � xj = x0 �U� ~A��� � �/� � � �e~ �!� � � } � ��~��s� � � ��~ �	�!� } ��� ~ � }�� ��}���~s� �_�/�� } �!�A� x0 + ih � � �	� i ∈ Z
� � � ��� ���¦�	� � ����� ������� � � f ′(xj)−P′(xj) � ��~R� �m��� } � � ��� � � hn ��� ~}�� ����� �z� ��� }�����~ � � � ~ ��� ��� } �!� � �/� � � �e� ��� � � ~ � }��A�¤� � � ��� ��� � � � } � � ��� n ���(��� � � ��~ � ��~ ��� � � � ���

n � } � ��~��	�
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�¦b � j#jmiPl��sp � oRf¦p�l9d o%� ��gRd��Yq«g�� � l�p�dwqAi9g�� �ho<iki����
q«p � ��ikg$f!�

�'y/{ ¥¦� �
J(a) =

k∑
i=0

∣∣∣∣∣yi −
n∑

j=0

ajx
j
i

∣∣∣∣∣

2

= 〈y − Ua|y − Ua〉
}�¶ ���h�<� ~ �����J� U � ��~ ���P�A� ~ ���/��� (k+1)×(n+1)

�e}���~ ���#� } � � �J�/� ��~ § ����� �����e� ��~ ui,j = xj
i

�'y�¸ ² �«��� } ¬�� �	�A�A� ����� ��� }��¯� � � ��~!� �!� �!� �«��� � �/� ��~�° � � ����� � ���h���A�A� � ��� � �C�>� �¯� � ����� �
��� ��} �!�A� 2

� � ��� R
k+1 � �k��� � � ��~ � � �J�9� ��~ ���k�/� � �+� ~ � � � (y0, . . . , yk) � ~ �/� �m� � � �A� ��~��h� �

Vect(U1, U2, . . . , Un)
}�¶ �/� � Ui

��}���~ �/� � � } � }���� � ��� �A�/�7�<� ~ �!���J� U
� � � ������� � ��� ��� � }��

� ��� ° ��� ��º¤�	�����/��� � ���J�«�A� � �/� � � � ��~ � ~�~ �	� ��~ � }�� �¦���w��� }�� �	� ~ � }��M} � ~!��} § }�� ���/� � � y
�!� �

Vect(U1, U2, . . . , Un)
��² � � �	� ~ � � � a

� � � �J��� ~ a =
k∑

i=0

aiUi

��² �m�(��� ~.��� � a � ��~ ������� }�� �+� ~ � }��
� � y

��� � Vect(U1, U2, . . . , Un)
� � ~ ��� �e� � ~ �z���

∀j ∈ [[ 0 ; n ]] 〈y − a, Uj〉 = 0

}�� � � � } �!�
∀j ∈ [[ 0 ; n ]] 〈y −

n∑
i=0

aiUi, Uj〉 = 0

�!} � ~
∀j ∈ [[ 0 ; n ]]

n∑
i=0

ai〈Ui, Uj〉 = 〈y, Uj〉

��� ��� �>�z� �e~ � � � } ��� � � � ���!�/�!�
t
U Ua =

t
U y

® ~�~ � ��~ � }�� �	����� ��~>��} � �¡� � ��� � ��~ � }�� ���J� � � � ���A���/� � ���>��� �Jºe����� ��� � }�� ����� t
U
° §�� � � � � �³ � �('£� ~ � t

U �¦�£� �«� �R� � � � �J� �1� � ��~ ���$� ��� ��� � �/¬��/���+� � � �!��� � U
� � � ��~ ��� ����� ��� � � �A�

��� � �	����� � � �

�'y�� � � ��� �/� ��� ��}�¶ n = k �1�/�C�<� ~ �!���J� U � ��~ �����!� � � � � �w��� ��� � �!}��¹�e��~ �	�!�A� � � ��~ � ��~���µ���J~ �	�!�A� � � ��~m� � � � �  � �	�  �M}���� ��� ��� �>� ��~#��}��M�¤� �>�	���#�/� � � } � ��~�� xi

�!}���~m�!� ��� }��!�	�� � ��~ � � � ~����U² � � �<� ~ �!���J� � U � ~ tU
��}���~s�e}�� �w� �¤� ��� � ��¬��/� � �>� ~ ��� �+��� � ~ � }�� tU Ua = tU y� � � ��� ��~

a = U−1y¥¦� �!� ~ � }���� �¦�/��� } �  ���¨ �A�P� ��~ �	�!� } ��� ��~ ��� � � } � ��~�� (xi, yi)
�

�'y�� ² �s�A� ~ ���/��� U
� � � ���!� ~ � � � ��� �J�����!�	�s�/������ºe���A���/�

U =




1 −1 1

1 −1

2

1

4
1 0 0

1
1

2

1

4
1 1 1
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� � � �

tU U =




5 0
5

2

0
5

2
0

5

2
0

17

8




³ ����� � � � y =
t (

−3

2
, 0,

1

4
, 0, 0

)
����� } � �

t
U y =




−5

4
3

2

−3

2




¥¦� � ��~���� �����	�s� ��~ ���A� ����° � �	�!}���� ���m�/� �! ¤��~ �	�A�



5 0
5

2

0
5

2
0

5

2
0

17

8







a0

a1

a2




=




−5

4
3

2

−3

2




² �«� �	�!} � �e~ � }��_� �9��� �! e��~ ���A� �e}���� � ��� �����	�s� ��~

a0 =
1

4
a1 =

3

5
a2 = −1

�!} � ~
P(x) = −x2 3

5
x +

1

4

�'y
 ² � � �A� ~ ���/��� � U � ~ tU
�!}���~ �/� � � � �A� �h��� � ° ��� ��� � ��~ � }�� ��� � � �+� � ��~ � �£² �w�<� ~ �!���J�

t
U U � ��~#�e}�� �P� � � � � � § � � � � ���#�����/��� � � � � � � ��� �J���	� � � }�� � y =

t (
1,

1

2
, 0,

1

2
, 1

)
� �e}�� �

t
U y =




3
0
9

4




}�� � ��~ ���s� ����° � �+��}���� ���



5 0
5

2

0
5

2
0

5

2
0

17

8







a0

a1

a2




=




3

0

9

4




¥¦�_~ � }���� ����� } � �
a0 =

6

35
a1 = 0 a2 =

6

7

�hb �^p�d<p � p �£oRf¦p�l9d
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�¡y/{ ² �k��� } ¬�� �	�A�«� �z��� ��� }��ª� � � ��~!� �!� �!� �9� ��~ �/�k� � �s� ��� � ° ��� �Jºe�	�����/���k��� � � �	� � ��~ � � � ���
�/����� �G}�¶ n = 1

� ³ � �!�	����� � � ��~ �/� �G��}�~ � ~ � }������ ����� �Jºe�����J���J�h��� � � �+� � ��~ � }�� �

U =




1 x1

1 x2��� ���
1 xn−1

1 xn




© } �s�A� }�� ��� � �¤� � � �z����� � � ��~ �+�����A� � ��� � � ��� ����� }�� �!�+� � ����� � �R� ��~ � ~�~ ��� ��~ ��� ~ �/� � �+� ~ � � �
t
(a, b)

��� �¡�A� � �/�s� � �9�J� ~!~ � ��� � ��~ � ~��P��� ��� � �
tU U

(
a
b

)
= tU y

}�¶
y � ��~ �/� � �+� ~ � � � t

(y1, . . . , yn)
� ³ � ��ºe�������J� ~ � ��~ ��� ��� � ' � ��� ��~ � � �<� ~ �!���J� � � }�� ~ � }���� �




n
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

x2
i







a

b


 =




n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xiyi




® ��� � � � �/�A���/� � �	�w�/� � ��º¤���!� �!� � }���� � � ~_� �C�(���/���C� } �A�A� � � }�� � � � ��� ~ �(���/�!� � � �w��~ � ~ � � �~ � ��� � � ��� }�� �m�J��� � �	� ��� �z� � ��� }��C� � ��}�~ ������� � �£�	� ~ � � ���A� ��~ �/� � � � �£����� � �J� � � � �����/� � �J� � � ~
� }�� ���!��� � �J� �¦±

E(X) =
1

n

n∑
i=1

xi

Var(X) =
1

n

n∑
i=1

(xi − E(X))2

Cov(X, Y) =
1

n

n∑
i=1

(xi − E(X))(yi − E(Y))

¥¦� �A��� } � �
Var(X) =

1

n

n∑
i=1

(xi − E(X))2

=
1

n

n∑
i=1

(
x2

i − 2E(X)xi + (E(X))2
)

=
1

n

n∑
i=1

x2
i − 2E(X)

1

n

n∑
i=1

xi + (E(X))2

Var(X) =
1

n

n∑
i=1

x2
i − (E(X))2

�e}�� �
1

n

n∑
i=1

x2
i = Var(X) + (E(X))2

� ���#�����/�/� � � �

Cov(X, Y) =
1

n

n∑
i=1

(xi − E(X))(yi − E(Y))

=
1

n

n∑
i=1

(
xiyi − E(Y)xi − E(X)xi + E(X)E(Y)

)

=
1

n

n∑
i=1

xiyi − E(Y)
1

n

n∑
i=1

xi − E(X)
1

n

n∑
i=1

yi + (E(X))2

Cov(X, Y) =
1

n

n∑
i=1

xiyi − E(X)E(Y)
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�!} � ~
1

n

n∑
i=1

xiyi = Cov(X, Y) + E(X)E(Y)

· � � ���/���A� ��~ �e��� �! e��~ ���A� ��� ����� }�� � � ����� � � ° � �+��}���� ��� � � � �J��� ~P±
(

1 E(X)
E(X) Var(X) + (E(X))2

) (
a
b

)
=

(
E(Y)

Cov(X, Y) + E(X)E(Y)

)

�/� �e�J~ �����s� � � ��~m� �P��� �� e��~ �	�s�P� ��~�� §���� °
∣∣∣∣

1 E(X)
E(X) Var(X) + (E(X))2

∣∣∣∣ = Var(X)

¥¦�_~ � }���� � ��� ���/���A� ��~ �e� �C�e~ ���/� � � ��~ �/� � � } �!� � ��� �G� � © �����A���
a =

1

Var(X)

∣∣∣∣
E(Y) E(X)

Cov(X, Y) + E(X)E(Y) Var(X) + (E(X))2

∣∣∣∣

=
1

Var(X)

(
E(Y)Var(X) + E(Y)(E(X))2 − E(X)Cov(X, Y) − E(Y)(E(X))2

)

=
E(Y)Var(X) − E(X)Cov(X, Y)

Var(X)

a =E(Y) − Cov(X, Y)

Var(X)
E(X)

� ~
b =

1

Var(X)

∣∣∣∣
1 E(Y)

E(X) Cov(X, Y) + E(X)E(Y)

∣∣∣∣

=
Cov(X, Y) + E(X)E(Y) − E(X)E(Y)

Var(X)

b =
Cov(X, Y)

Var(X)¥¦�w} ¬ ~ �/� ��~ ��� ��� � ��� � � � } � ~ �h������� } � � � ��~ �/� �¤� ��§�� � �¦� } � ��~�� (xi, yi)16i6n

� © � ~�~ � � � } � ~ �
� ��~ �����z�	� � � ��� � � � 
 ��
�� � � ��� � � 
�� � � ������� }�� � � ��� � 
 ��
������ � 
��	�����
��� ���� � � � 
 � ³ ���/� �7� }�� ��+��� � ~ � }��

Var(X)
(
y − E(Y)

)
− Cov(X, Y)

(
x − E(X)

)
= 0

�¡y�¸ ³ �7� � � � � §��	� ��~ �/� � � ¨ �/� �G� � X � ~ Y � }��7~ � }���� �





c = E(X) − Cov(X, Y)

Var(Y)
E(Y)

d =
Cov(X, Y)

Var(Y)

² � � � } � ~ � ��� �P��� }��7~ � }���� �h��� } � � �s� }�� � �	��� � ~ � }��

Var(Y)
(
x − E(X)

)
− Cov(X, Y)

(
y − E(Y)

)
= 0

¥¦� �9��� ��� ��� }�����~ � � � ~.� � � º � � } � ~ � � � }���� � ��~ ������� } � � �	����� � � } � ��~�� (xi, yi)
�¤¢ �z��� �

� } � ��~��$�!}���~ ���/��§ ���	� � }��A~ � }���� ���/�P� � �A� � � } � ~ � ��¢ � ��}�� � ��� ¬ }��<~ � ��~ � }�� � ��} ��� � �
��� � � } � ��~��$�!}�� �('£�+� ~ � � �	�A� ��~ ) ����� ����� � + ���/��§ ���	� � ��~.� � � �/��� ��� �#��� � � } � � �J�/� ��~��
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� �/�!�+� ~ � � � �R� �9�J� ��� � � º � � } � ~ � ���!}���~�� §�� � º � © ����� �e}���� �
Cov(X, Y)

Var(X)
=

Var(Y)

Cov(X, Y)

��� � ��~#°<� ����� ��� � (
Cov(X, Y)

)2

Var(X)Var(Y)
= 1

�J� ~�~ � � ��� � �
����� ��� � ��~ � ~�� � ��~ �����z�	� � � � � 
�� � �	
 � ��� 
 � � ��� 
 � � �����
� � © �_� } � � �J�/� ��~
� ��~m~�}�����}�� � � � � � � ����� � � ° 1 � � � ����� � � ��� � ��� §����/� ~!�k� � © � � � �¤  ��¢ � ��� ��� �����e� ~P� � �/�1� ��~) ��� } � � � +«� � 2 � }�� � }���� � � ����� ��� �G�/�R����§��!� �!� � }�� �/� ��� ���/���G������� } � � �$¬��/� � �/� ��� ��§��� �P� } � ��~����
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� b �^g.p�n�n1g��<i9g oAj#jmiPl��sp � oRf¦p�l9d^o%� ��gGd�� qsg�� � wg������ <g �

� y/{ ² � � � } �  ���¨ �A� � Tn(x)
��}���~����J��� � � ��� }�� � x ∈ [−1 ; 1 ] �����
Tn(x) = cos (n Arccos (x))

¢ � n = 0 ����� } � �
T0(x) = cos(0) = 1¢ � n = 1 �

Tn(x) = cos (Arccos (x)) = x³ � � ��� � ~ � }���� � ��~ �/� � ������� ~ � }����
cos((n + 1)u) = cos(nu) cos(u) − sin(nu) sin(u)
cos((n − 1)u) = cos(nu) cos(u) + sin(nu) sin(u)

}�� ~ � }���� �
cos((n + 1)u) + cos((n − 1)u) = 2 cos(nu) cos(u)

� �_�	� ��� � � ��~ �J� ~!~ ����º¤���!� �!� � }�� � }�� � u = Arccos (x) � }�� ~ � }���� �
Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x)

� � }�¶ ���«������� ~ � }��7� ��� � � � ���!� � �J�
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) � 2 �

�M}���~ � }�������� ����� ��� � ~ � � ��� } �  ¤��¨ �A� �#�e����� �/� � � ��� ������� ~ �����#���«������� ~ � }��M� ��� � � � ����� � ���
� 2 ����� ~#� � � �e~ �!�P����� ~ �����G�/� �e}������ � � �

{
T0(X) = 1
T1(X) = X

�e����� � ~#��� � �!� � ~ � � �P� } �  ¤��¨ �A� �G� � � �	§�� � n �e� ~m� ��� } � � �J�/� ��~#�e} �s� � � ��~ 2n−1 �z¥¦�_��}�~ �
P(n) :

) ∀k 6 n Tk � ��~�� � � ��§�� � k � ~m� ��� } � � ����� ��~m�e} �A� � � ��~ 2k−1 +

• P � � �J� P � 2 � ± ���P� �	�!� � ~ � ~ � ��~ �J�����/� �
• P(n) =⇒ P(n + 1)

¥¦�w� ��� ~$��� � Tn−1 � ~ Tn

��}�� �!� � �£�	� ~ � � ���A� ��~$� � � ��§�� � n−1

� ~ n �e� ~���� �P��� � � � � } � � �J�/� ��~��G�e} �s� � � ��~��G��}���~ 2n−2 � ~ 2n−1 � ® � } � � 2XTn(X) � ��~� � � �	§�� � n + 1 ��� ~ Tn−1 � ��~¦� � � ��§�� � n − 1 � ��}�� � Tn+1 � ��~¦� � � ��§�� � n + 1
� � �

��� �z� � �!}�� � } � � ����� ��~���} �A� � � ��~ � ��~ ��� �e}�� ¬��/� � �9�J�	� � � � � Tn � �e}�� �¦� ��~#� §���� ° 2n �
• © }�� ��� ��� � }�� � }�� � ~!}���~ n � ��~ �/��� � � ~!� ������� Tn � ��~w� � � �	§�� � n ��� ~w�!}�� � } � � �J�/� ��~�e} �A� � � ��~ � ��~ 2n−1 �

� y�¸ © � ����� ��}��z� ��� � �����J� � � �m� � Tn

� � ��� [−1 ; 1 ]
� � � ��� �J�9��� � ����� � �����J� � � � xi �£� ��� � ��~� � � �J������� ��}���� �/�«� } �!�A� cos(θi) � }�¶ θi ∈ [ 0 ; π ]

�£¥¦� �A��� } � �
Tn(cos θi) = 0 ⇐⇒ cos(nθi) = 0

⇐⇒ ∃k ∈ N nθi =
π

2
+ kπ

⇐⇒ ∃k ∈ N θi =
(2k + 1)π

2n
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� �<�J� ~!~ �s�<� � �
������� }�� � ~ � }������ n ������� � � �¦� � ��~ � � � ~ � �A± �/� � cos

(
(2k + 1)π

2n

)
�'� }�� � k ∈

[[ 0 ; n − 1 ]]
� © } �A�A�k�/�k� } �  ¤��¨ �A� Tn � ��~¦� � � ��§�� � n � }�� � ��� ��� � �e�J~ �����A� ���k~!}��e~ � � �/� �

������� � � �G� � Tn

�
® �z�7� � �e�J~ �����A� � �	�G��� � ��º ~ �!�	�<� � � Tn � }��w� � � §������	�A� ��~R� �m����������� ��� � [−1 ; 1 ]

��¥¦�
�A��� } � � Tn(x) = cos(n Arccos (x))

�
dTn

dx
(x) =

d

dx
(cos(n Arccos (x)))

=
n√

1 − x2
sin(n Arccos (x))

¢ ���1� } �A�A�w� }�� �«�/�M���	� � ����� � � � � � �����J� � � �k� � Tn � }�� � }�� � xk = θk �/� � ��¬ � �J� �!� � �9� � ���º ~ �!�	�<� � � Tn �z��� } � �.}�� ~ � }���� �
∀k ∈ [[ 1 ; n − 1 ]] xk = cos

(
kπ

n

)

¥¦� �M��� ��� � ~ � }������ n − 1 �Jº ~ �����<�C� }�� � Tn � ��� �.� ��~«� � � �	§�� � n
�U¥¦� ��� � � �e}�� � ~!}����~ � }������+� �(� � � �!��� ���/� � ��¬ � �J� �!� � �U� � � �Jº ~ �!�	�A� � � Tn � ���¤� �/� ��~ �/�G� } �  ¤��¨ �s� � � � ��§�� � n−1

T′
n � � ³ � �J� � ��º ~ �����<��� }�� � |Tn(xk)| = 1 �(��� �G� ����� � � � +

−1
��}���~ ���!� � � � ��� ~ ��� � � ~ � � ���A� ��~ � �� ����� ��� ����� ��� ����� � � � ��º ~ �!�	�<���/� ���!}���~�� §������	�A� ��~ � ~�~ ��� ��~ � � � � −1 � ~ � � 1

�
� y�� ¥¦� ��}�~ � q(x)

��� � } �  ¤��¨ �A� � � � ��§�� � n �>� ~k� �w� � �A�w� } � � ����� ��~k�e} �A� � � ��~k��� �
Tn

� ® � } � � �/��� } �  ¤��¨ �A� Tn − q � ��~m� � � �	§�� � � � ��� �z� n − 1
�z¢¤� ��� }���}�������� � q

��� ��� � �
max

x∈[−1 ;1 ]
|q(x)| < max

x∈[−1 ;1 ]
|Tn(x)|

® � } � � ��� } � �!��� � }��s��� ��� � � Tn−q � � ��� � ��¬ � ��� ��� � ��� � � �Jº ~ �����<� � � Tn ����� ��� � ��~ � ~!���	� ��� ��� �� ��~#�e� � � �A� � �/§ � � ��� � Tn

� ³ � � '�� ~ ��� � �J� � � } � ��~�� � Tn � ��~ �Jº ~ � � �<�����¤� ~�}��C� ��� ~���� � � �~�}���� �J� � � } � ��~�� � q � ��~R��~ ���/� ~ �	�s� ��~ � � � � ����� � � ° ��� �Jº ~ ����� � � � ~!~ ��� ��~	�¤² �#� } �  ¤��¨ �A� Tn − q
� � � � §�� ��}�� �#� � � } � ��� n � } � �$� � � �/§ � � ��� � [−1 ; 1 ]

��¢e� �R��� � � ��~ �	� � ���/�/� � � Tn − q
� � � ����� ����e}�� � ° � � � ��� �#� } � � � � � } � ���.��� �¦� } � �	��¥¦� � �7�e�	�e� � ~���� � Tn − q � ��~�� � � ��§�� � n− 1 ��� ~

� � �A� ~ � � � } � ��� n �����J� � � � � �e}�� �¦�/� � � ��§�� ~#�e� � } �  ¤��¨ �s� �¤� � � © �	���>� }���~ ��� � � ~ ���P�(��� ~m��� �
Tn 6= q �e� ~#}�� � �M�e�	��� � ~m��� �

max
x∈[−1 ;1 ]

|Tn(x)| 6 max
x∈[−1 ;1 ]

|q(x)|

� }�� � ~�}��e~ � } �  ¤��¨ �A� q
� � � ��§�� � n � ~m� �9� } � � ����� ��~���} �A� � � ��~ 2n−1 �

� y�� ® ��� � �_§ ����� ������� � �	�«� � ��� �A� � ��� � ��~ ��� � ���/��� [a ; b ]
��� ����� }������ ��� }�� � � ����� � � ��� �~ ��� ��� � } �!�<� ~ � }�� � �<� �P� �¤��}�  � ��~ [ a ; b ]

�!� � [−1 ; 1 ]
±e}�� � � �	��� � � α � ~ β

~ ��� ����� �
{

αa + β =−1
αb + β = 1

}�� ~ � }���� �P��� } � � 



α =
2

b − a

β =−a + b

b − a¢¤} � ~ P
��� � } �  ���¨ �A� � � � ��§�� � n

�z¥¦� �A��� } � �h±

max
x∈[a ;b ]

|P(x)| > max
x∈[−1 ;1 ]

∣∣∣∣P
(−2x + a + b

a − b

)∣∣∣∣ > max
x∈[−1 ;1 ]

∣∣∣∣Tn

(−2x + a + b

a − b

)∣∣∣∣
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² � � � } � ��~���� � � � � ��¬   � � � �w�!� � [ a ; b ]
�!}���~#�e}�� �h��� � � } � ��~���� ���/�«� } �!�A�

xk =
1

2

(
(a + b) − (a − b) cos

(
kπ

n

))

� 
 
�� � ��{���� ���
²¡} � ����� � }�� � ��} � � � ~ [−8 ; 8 ] ��� ~ x 7→ 1

1 + x2
���/� � � } � ��~��$�	��� � � � ��~ � ��~��$�!}���~.� �#�/��� } ���s�

−8 +
16k

n
k ∈ [[ 0 ; n ]]

��� } � � �/� � � } � ��~��#� � � � � ��¬   � � � �w�!}���~#� �����«� } ���s�
8 cos

(
kπ

n

)
k ∈ [[ 0 ; n ]]

² � �P~ ����� �	��� �<�/�C� }�� � ~ � }�� �Jº���� ~ ��� � �<��� � ��~ ����� } � � �w� � �+� � � � � } � ��~�� � ��� � � � ��~ � ��~�� �¡� ~«� �
��� � ��~ �	�!� } � � ��� � �+�$�/� � � } � ��~���� � � � � �	¬   � � � �9}���~���~!� � � ���/� ���+� � }�� � 2�2 ��� � � � � 2 � } � ��~�����² � �
� �	�!� � ~ � ~��1�!}���~���� �1�/� �1� § � �!� � � � ~ � � � }�� ���/�G� ��} ��º � � � � } � ��~������ ��� } ��� � �A� ��~ � � ����� ~ � �1�!� �
[−8 ; 8 ] � }��<} ¬ � ��� � � � �m� } � ~ � �$}�� �J�/����� ~ � }���� �!� �$�/� � ¬ } � ���$� �¦��� � ��~ ��� � ���/��� � © � �.}�� �J�/�/�/� ~ � }�����!}���~ �����£��� � � ����� � � � ��� � 
��

	�� � � 
 �
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������� �  ² � ~ ����� �w� �_�/�C� }�� � ~ � }�� �(� }�� ��¬£�w¬��/� � ����� � � �!}�� � ��~ ����� } � � � � � �	� � � � � } � ��~��
� ��� � � � ��~ � ��~�� �(� }�� ��¬z� ��} �/�!�����J� ~�� � ��}�� � ��~ �	�!� } � � � � � �	�U�/� � � } � ��~��1� � � � � ��¬   � � � � �(� }�� ��¬z�
� }�� §�� �$� }�� � n = 10 � 2�2 � } � ��~�� �
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������� �  ² � ~ ����� �w� �_�/�C� }�� � ~ � }�� �(� }�� ��¬£�w¬��/� � ����� � � �!}�� � ��~ ����� } � � � � � �	� � � � � } � ��~��
� ��� � � � ��~ � ��~�� �(� }�� ��¬z� ��} �/�!�����J� ~�� � ��}�� � ��~ �	�!� } � � � � � �	�U�/� � � } � ��~��1� � � � � ��¬   � � � � �(� }�� ��¬z�
� }�� §�� �$� }�� � n = 20 � � 2 � } � ��~�� �


