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EXERCICE 1
A partir d’une fonction f de C dans C, on peut construire une fonction fde
R? dans R2.
(z.y) €R? o (Re(f(z+iy)), Im (f(z +iy))) € R?

z=z+iyeC SR f(z)=f(z+iy) e C

La continuité de f équivaut a la continuité de f

La fonction f est continue sur C, car elle est composée des fonctions Re, Im et de
fonctions puissances, qui sont continues sur C.

Rappel
Soit f une fonction de la variable complexe. On note

I+ (2,y) — (Re(f(z +iy), Tm (f(z +iy)) = (P(x,y), Qlx.y))
Alors f est holomorphe, si et seulement si
1. fest différentiable
2. et fvériﬁe les Conditions de Cauchy

op_0q
oxr Oy
o __0Q
oy  Ox

Notons P et Q la partie réelle et la partie imaginaire de f. Alors

8—P:2x a—P:O
ox 0
oy Y Er

On en déduit que les relations de Cauchy ne sont vérifiées que le long de la parabole
d’équation
22 = 3y°

Lgénéré avec INTEX 2¢. Tous les commentaires, compléments, insultes et remarques désobligeantes
sont les bienvenus a perrier@math.univ-lyon.fr



Méthodes Mathématiques pour I'Ingénieur, Istil 1ére année
2 Corrigé de la feuille 1

2

3
Soit z un point de cette parabole. Alors il existe yo tel que z = % + iy, et si f est

holomorphe, alors

oP . 0Q
/ = — 1 _— =
J) Oz i Ox
Etudions le reste entre f(z + h), et f(z)+ f'(2)h, en notant hy et ho la partie réelle
et la partie imaginaire de h.

3ye

3y2 ? s b,
f(z+h)—=f(z) = f(z)h= (20 + h1> +i(yo + ha)” — TO —iyg — 3yg(h1 +1ha)
gy .
= % + 3ydhy + h3 +1i (y§ + 3yoh3 + 3yghe + h3)
9y4

=h? +i(3yoh3 + h3)
h? +1(3yoh? + h3
Flet h) = £(z) — F/(ph= ] Tt 100k £ B3)

\V/h% + h3

En écrivant h sous forme trigonométrique, on obtient

f(z+h) = f(z) — f'(2)h = || (rcos® @ +1i(3yorsin® O + r*sin® 9))
et on a

lim (r cos? 0 +1i (Syor sin? @ 4 12 sin® 9)) =0

r—0

d’ot fz+h) = f(z) = f'(z)h = O(|h])
On en déduit que

La fonction f est holomorphe le long de la parabole d’équation 2z = 3y2.

Rappel
La dérivée de f, aux points ou elle est holomorphe, est égale a
oP 0Q
! _ ] v
F'(z) = Ox i ox

On peut en trouver d’autres expressions, a ’aide des formules de Cauchy.
Dans notre cas, on a, aux points o f est holomorphe

f'(z) = 3(Im (2))”

EXERCICE 2

Notons P et Q la partie réelle et la partie imaginaire de f. Alors

A ®_,
ox 0

G_y 9
oy or
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On en déduit que si f est différentiable en 0, alors f/(0) = 0. Afin d’étudier la
différentiabilité de f, on forme la différence f(0+ h) — f(0) = f(h)

f(h) V|hihsa|

lhl /B2 h

0

En utilisant la forme exponentielle de h = re'?, on obtient

f|(h}7) = 4/|sin 6 cos 0]

qui ne tend pas vers 0 lorsque r tend vers 0. On en déduit que f n’est pas différentiable
en 0.

EXERCICE 3

Notons f la fonction

(z,y) — (Re (f(z +1y)), Im (f(z + iy))) = (P(z,y), Q(=z,y))

Comme la fonction f est holomorphe, elle vérifie

or_oq
or Oy
o __0Q
oy  Ox

Meéthode de calcul du Jacobien d’un changement de variable
Soit ¢ le changement de variable (z1,...2,) — (y1,...Yn). Si on connait

les fonctions y;, on peut calculer facilement les dérivées partielles a—yi, donc
N
la matrice jacobienne du changement de variable. Pour calculer les dérivées
7
partielles inverses, a—J, ce qui revient & calculer la matrice jacobienne de
Yj

¢~ L, il suffit d’utiliser la formule

(tac(o™)) = (Jac(o))

Or on a

opP  Or OP 00 0P
9z oz or 0z 00
En coordonnées polaires, on a x = rcos#, et y = rsiné, donc
@:0059 @:—rsinﬁ
r 0
—y:sinﬁ —yzrcosﬁ

or 00
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En inversant cette relation, on obtient

@26059 gzsin&
Ox oy
@7751110 @7%59
or r oy r

Les relations de Cauchy, exprimées en coordonnées polaires sont donc

oP sin@@P_‘, 9@ 00598&

st~ e 0 G T e
. OP cos@@P_ 67Q sin&@i(;)
Sl g T T G T e

On multiplie la premiére équation par cos 8, et la seconde par sin 0, et en additionnant,

on obtient
oP 1 87Q

ar  r 00

On multiplie la premiére équation par —sin 6, et la seconde par cosf, et en addition-
nant, on obtient

Lop_oQ
r 00  Or
Les conditions de Cauchy peuvent donc aussi s’écrire sous la forme
op _10Q
or 1 06
10P_0Q
r 00  Or
. OP . . .
Si 20 = 0, alors Q ne dépend pas de r. La premiére relation devient alors
dp _14dQ
dr  r df
d
dor p(r,0) = 9 logr 4+ Kp
dé
. oP . dQ .
ou Kp est une constante. Comme 0 = 0, la fonction 1 e dépend pas de 6.
Finalement

P=Khnr+Kp et Q=K,ouK et Kp sont des constantes réelles.

APARTE : CALCUL DES JACOBIENNES DU CHANGEMENT DE
VARIABLES SPHERIQUES

En coordonnées sphériques, on a les relations suivantes
x = rsinf cos ¢

y= rsinfsin ¢
z=rcosf
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On a

r . 0 ox . .
— =sinfcosyp — =rcosfcosp — =—rsinfsinp
or a0 dp

Y oo dy . dy .
— =sinfsinp — =rcosfsinp —~ =rsinfcosp
or 00 dp
0z cos 0z sin 0 0z 0
— = — = —rsin — =
or 00 dp

On en déduit que la jacobienne du changement de variable ¢ : (r,0,¢) — (z,vy,2)
est égale a

sinfcosyp rcosfcosy —rsinfsing
Jac(¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosyp
cos 6 —rsinf 0

Afin de calculer les dérivées de (r,0,¢) par rapport a (z,y, z), il suffit d’inverser
Jac(¢). Pour cela, on commence par calculer le déterminant de la matrice jacobienne,
en développant par rapport a la derniére ligne :

sinfcosy —rsinfsinp
sinflsing rsinfcosp

_ rcosfcosy —rsinfsing
det (Jac(¢)> = cost rcosfsing —rsinfcosp
=r2sinf

+ rsinf

Pour inverser Jac(¢), il reste & calculer la matrice de ses cofacteurs. On note C; ; les
cofacteurs. Alors

rcosfsiny rsinfcosp .9
Cii= . = 72 sin” f cos
L1 —rsinf 0 L4
Ch e sinfsiny rsinfcosp| rsin 6 cos 0 cos
1.2 cosf 0 L4
O sinfsinp rcosfsing| sin
13 cosf —7rsinf v
rcosfcosp —rsinfsing .9, .
Coyq=— . = r2sin? O sin
2.1 —rsinf 0 ¥
Cyoe sinfcosyp —rsinfsiny o sin 6 cos O sin
2,2 cosf 0 A
sinfcosyp 7 cosbcosp
Coz=— . = rcos
2,3 cos 6 —rsind 14
r cos 6 cos —7 sin # sin .
Cz1= 2B . Pl = 12 sin 0 cos d
’ rcosfsiny rsinfcosy
sin @ cos —7rsin 0 sin .
T . Pl = —rsin0
’ sinfsing rsinfcosp
__|sinfcosyp rcosfcosp|
337 Isinfsing rcosfsing
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En transposant la matrice des cofacteurs, et en divisant par le déterminant, on obtient

sinfcosey sinfsing  cosf

-1 cosfcosp cosfsinp sin 6
(J ac(gb)) = , , —
sin ¢ cos ¢ 0
rsin @ rsin @

On en déduit les dérivées partielles suivantes

—T:sinﬁcosgo —r:sinﬁsingo &:cose
ox Y z
@_cos@cosgp %_cos@singo @__sin&
or r oy r 0z r
9p _ _sing 9 _ cosy % _,,
dr  rsinf dy rsind 0z

EXERCICE 4

On remarque que pour tout z, f(z) = 22. On en déduit que f est indéfiniment
dérivable, avec

fl(z) =2z f(z)=2 vn =2 fM(z)=0

EXERCICE 5

On étudie la limite de f au point i de la limite

_ 324 —2234822-22+45
z—1

f(z)
Commencgons par évaluer le numérateur au point i
3i' -2 + 8% —21+5=3+21—-8-2i+5=0
Etudier la limite de f revient donc a étudier la dérivabilité de la fonction
g: 2320 =223 4822 —2245

au point i. Cette fonction est une fonction polynoéme, elle est donc dérivable en tout

point de C, avec
Ve C  ¢'(2) =122° — 622 + 162 — 2

En particulier, on a ¢'(i) = 12i® — 6i% + 161 — 2 = 4 + 4i

’ f admet une limite en i, qui est égale a 4 + 4i.
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EXERCICE 6

Rappel : Intégrale le long d’un chemin

Soit v un chemin défini sur un segment [a;b], et une fonction de variable
complexe continue sur y([a;b]). L'intégrale de f le long du chemin v est
défini par

b
/ f(2)dz = / SO (1) dt

Afin de calculer l'intégrale de f le long du carré, nous allons calculer 'intégrale
le long de chacun des segments

e Intégrale le long de [OA] Paramétrons le segment [OA] par ¢ : t € [0;1] —
t. On a alors ¢'(t) = 1. On en déduit que

1
/ |2|? dz:/ 2 dt
[OA] 0

1

3

¢ Intégrale le long de [AB] Paramétrons le segment [AB] par ¢ : t € [0;1] —
1+ it. On a alors ¢'(t) = i. On en déduit que

1
/ |2|? dz:/ (14 12)idt
[AB] 0
[+5],
=i t+}
3 0

"
/ |2|? de=—
[AB] 3

e Intégrale le long de [BC|] Paramétrons le segment [BC] par ¢ : t € [0;1] —
1—t+1i. Onaalors ¢'(t) = —1. On en déduit que

/[BC} |22 dz:—/ol((l —t)2 4 1) dt
fa-» 7
-5,

e Intégrale le long de [CO] Paramétrons le segment [CO] par ¢ : t € [0;1] —
i—it. On a alors ¢/(t) = —i. On en déduit que

/[CO] 122 dz:/ol(l — 12 (—i)dt
s {(1 - t)T
. 3 0
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En additionnant les différentes intégrales, on obtient

/\z|2 dz=i-1
C

EXERCICE 7

Paramétrons le segment [AB], ou A a pour affixe i, et B a pour affixe 2 — i par
yitel[0;1] —i+t(2—2i)

On a alors 7/(t) =2 — 2i, et

/ (3zy + iy?) dz:/1 (6t(1 —2t) +i(1 —2t)%) (2 — 2i) dt
[AB] 0

1
=(2— 21)/ (6t — 12¢2 +i(1 — 4t + 4¢?)) dt
0

437"
=(2 - 2i) [3# — 413 +i(t — 2t + R

= (2 - 2i) (—1+ ;)

8i

4
(Bzy +iy?)de=—= + —
/[AB} 373

0

4 8
/ (Bay +iy?)de=— + =
(AB] 33




