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Introduction

Tout au long du vingtiéme siécle, les industriels ont été amenés a contréler la qualité
de leur production de plus en plus soigneusement et & essayer de ’améliorer. De nombreux
facteurs sont en effet intervenus dans ce sens. On peut bien str penser a des facteurs
économiques, en liaison avec le développement croissant de la concurrence, mais aussi a
I'influence de nombreux autres domaines, comme 1’écologie, dont on ne se souciait guére
au dix-neuviéme siécle, comme la médecine, avec la mise en place de nouveaux types de
prothéses ou autres stimulateurs cardiaques, comme la stratégie militaire, qui requiert des
armes de plus en plus sophistiquées en vue de cibles beaucoup plus précises qu’auparavant,
... Les facteurs humains ne sont sans doute pas non plus a négliger dans ce sens, du fait par
exemple de la pression croissante des média, des syndicats ou simplement des individus,
exigeant eux aussi des produits de plus en plus "fiables”...

Ce controle obligatoire et croissant de la qualité de production a alors conduit au
développement de ce que I'on appelle désormais la fiabilité industrielle, ou aussi la streté de
fonctionnement, la seconde guerre mondiale ayant largement stimulé son développement.

Si les experts et les retours de plans d’expériences ont joués et jouent encore un role
tout & fait fondamental dans ce domaine, il n’en demeure pas moins que, devant la com-
plexité grandissante des objets produits, les méthodes empiriques montrent parfois leurs
limites. Grace au développement des probabilités, les mathématiciens ont alors pu venir a
la rescousse des industriels, d’une part pour leur fournir des outils pour mesurer la qua-
lité de leur production, d’autre part pour les aider a I'améliorer. On a ainsi pu assister a
la création d’un nouveau domaine d’applications des probabilités, consacré a la “théorie
mathématique de la fiabilité” (vers les années 50), ¢’est-a-dire a I’étude du fonctionnement
de ce que 'on appelle des systémes, un systéme pouvant représenter a peu prés n’importe
quel machine ou appareil susceptible d’étre en marche ou en panne a un instant donné.

Depuis les ouvrages fondateurs de Barlow et Proschan ([6] en 1965 et [7] en 1975) et de
Gnedenko, Beliaev et Solovyev ([26] en 1969), ce domaine n’a cessé de se développer. Ainsi,
d’apres [3], un pour cent des articles recensés par Zentralblatt-MATH y font maintenant
référence. 1l ne saurait donc étre question d’en faire ici un quelconque panorama. Nous
laissons ainsi de coté tout aspect "statistique” de la fiabilité pour nous consacrer & une
approche probabiliste. L’étude d’un systéme peut alors étre envisagée de deux facons
différentes, que 'on peut qualifier respectivement de "statique” et de "dynamique”. On
peut ainsi s’'intéresser aux propriétés du systéme a un instant £ donné avec, par exemple,
I’étude des fonctions de structure, des facteurs d’importance, des réseaux bayésiens, des
arbres de défaillance, ... ou, au contraire, envisager son évolution au cours du temps, la
théorie moderne des processus stochastiques étant alors d’'un grand secours (cf par exemple
3], 18], [19], [37] ou [44]). C’est ce dernier aspect que nous privilégions ici : plus précisément,
nous nous consacrons dans cette thése a I'étude d’un systéme réparable dont I’évolution
au cours du temps est modélisée par un processus stochastique a valeurs dans un espace
d’états fini.
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Pour un tel systéme, deux problémes se présentent classiquement aux industriels
d’une part, comment controler sa qualité, ou encore, quel critére utiliser pour mesurer ses
performances ? D’autre part, ce critére étant choisi, comment peut-on I’améliorer 7

En ce qui concerne le contréle de la qualité, de nombreux critéres divers et variés sont
utilisés pour la mesurer, selon le systéme étudié. Ainsi, si la panne du systéme est trés
pénalisante (comme par exemple pour un stimulateur cardiaque ou une centrale nucléaire),
on utilise fréquemment la fiabilité du systéme, c’est-a-dire la probabilité qu’il fonctionne
depuis l'origine jusqu’a un certain instant ¢. Si le systéme est une voiture (ou un ordinateur
pour écrire sa thése!), le probléme principal est sans doute qu’il soit le moins souvent
possible en panne. Dans ce cas, on préfére généralement utiliser la disponibilité instantanée,
qui est la probabilité que le systéme fonctionne a un certain instant ¢, ou sa version
moyennée sur U'intervalle de temps [0, t] : la disponibilité moyenne instantanée. Si le systéme
est un outil de production, un critére trés classique est alors le cott moyen d’exploitation
du systéme sur Uintervalle de temps [0,#], pour des raisons économiques évidentes.

Les quelques critéres que nous venons de définir sont tous dépendants du temps.
Lorsque I'on s’intéresse & un systéme sur une "longue” période de temps, on utilise fré-
quemment des versions asymptotiques de ces critéres, c’est-a-dire leurs limites lorsque ¢
tend vers l'infini (du moins pour les critéres autres que la fiabilité). On définit ainsi la
disponibilité asymptotique d’un systéme et son codt moyen asymptotique.

Notre critére principal d’étude dans cette thése est la disponibilité asymptotique, méme
si nous la complétons de loin en loin par d’autres critéres.

Ce critére d’étude étant défini, nous en arrivons maintenant au probléme que nous
évoquions précédemment, & savoir : comment ’améliorer, ¢’est-a-dire, comment améliorer
la disponibilité asymptotique d’un systéme réparable ¢

Une réponse classique a une telle question est de le soumettre a une politique de main-
tenance préventive. Cela signifie que, au lieu d’attendre que le systéme tombe en panne
pour le réparer, on le "révise” ou on I’”entretient” de temps en temps pour le remettre
dans un bon état de marche et éviter ainsi certaines pannes. De nombreuses modélisations
de politiques de maintenance préventive ont été étudiées dans la littérature, les plus clas-
siques d’entre elles ayant été proposées par Barlow et Proschan (cf [6] et [7] par exemple).
A titre indicatif, on peut aussi consulter [3], [11], [13], [16], [25], [40], [43], le chapitre 14

de [46], [53], ... pour avoir un petit apercu de la littérature récente sur le sujet.

i

Nous proposons ici deux modéles de politiques de maintenance préventive, présentés
respectivement dans les deuxiéme et troisiéme chapitres.

Le premier chapitre présente, quant & lui, une autre méthode pour améliorer la dispo-
nibilité asymptotique d’un systéme.

Plus précisément, le premier chapitre est consacré a I’étude d’un systéme pouvant étre
réparé plus ou moins complétement lorsqu’il tombe en panne. Cela signifie par exemple
que le systéme comporte un certain nombre de composants indispensables & son bon
fonctionnement, qu’il faut donc réparer lorsqu’il tombe en panne, mais comporte aussi
d’autres composants, dont la réparation est facultative. Ainsi, pour un systéme de type k
sur n, il est indispensable qu’au moins £ composants soient en marche pour que le systéme
fonctionne. Lors d’une réparation (encore appelée maintenance corrective), on peut alors
choisir le nombre de composants a réparer de telle sorte que le systéme redémarre avec un
nombre de composants en marche compris entre k et n (0 < k < n).

Cette hypothése concernant les différents degrés de réparation posssibles est modé-

liste a l'aide d’une probabilité Dpg, controlant les redémarrages aprés réparation. Plus
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précisément, nous supposons que le systéme redémarre de la méme facon aprés n’importe
quel type de panne et que la réparation remet le systéme dans 1’état de marche 7 avec la
probabilité Dg (7). Cette modélisation est donc un peu plus générale que celle que nous
décrivions précédemment, puisqu’elle admet la possibilité que les redémarrages aprés ré-
paration soient aléatoires et ne se fassent pas nécessairement dans un état de marche 4
fixé.

Pour un tel systéme, c’est-a-dire pour un systéme possédant différents degrés de ré-
paration possibles, un probléme classique pour un ingénieur est alors de déterminer celui
qui rend le systéme le plus performant. Ainsi, vaut-il mieux réparer complétement le sys-
téme lorsqu’il tombe en panne ou bien le faire de facon minimale, pour le redémarrer
le plus rapidement possible? Pour un systéme de type k sur n, combien faut-il réparer
de composants lorsque le systéme tombe en panne si 'on souhaite que le systéme soit le
plus disponible possible 7 Avec la modélisation précédente et le critére choisi, ce probléme
revient alors a rechercher la loi Dy qui rende la disponibilité asymptotique optimale.

Nous précisons maintenant le modéle utilisé pour représenter [’évolution de notre sys-
téme. Rappelons tout d’abord que I'une des hypothéses les plus classiques et les plus
étudiées en fiabilité consiste a supposer que le systéme évolue dans le temps selon un
processus markovien homogéne, a valeurs dans un espace d’états fini. En d’autres termes,
cela revient a supposer que les taux de transition entre les différents états du systéme sont
constants. Les motivations et les limites d’une telle modélisation ont été trés largement
discutées dans la littérature (cf [6] ou [37] par exemple). En particulier, on sait que, pour
de nombreux systémes formés de composants, on peut effectivement supposer les taux de
panne de ces composants a peu prés constants sans que cela ne pose de problémes. Les
taux de ”dégradation” du systéme peuvent donc étre supposés constants. En revanche, on
sait aussi que cette hypothése est tout a fait illusoire lorsqu’il s’agit des taux de répara-
tion. Ceci nous a alors amené & ne supposer ’évolution de notre systéme markovienne que
lorsqu’il est en marche. En d’autres termes, les taux de transition entre états de marche
sont supposés constants, ainsi que les taux de panne. En revanche, les durées de réparation
susvent des lois générales. Un cadre typique d’utilisation d’une telle modélisation corres-
pond & un systéme formé de composants non réparables pendant que le systéme fonctionne,
mais réparables (avec des taux de réparation non constants) lorsque le systéme est tombé
en panne.

Cette modélisation étant précisée, nous nous intéressons alors au probléme de la re-
cherche de la loi optimale de redémarrage aprés réparation. Pour cela, nous remarquons
tout d’abord que, d’un point de vue intuitif, si le systéme se dégrade en fonctionnant, ou
encore si le systéme "vieillit”, selon le vocabulaire fiabiliste, et si les durées de répara-
tion ne dépendent pas de leur degré d’achévement, la disponibilité asymptotique devrait
étre d’autant plus élevée que la réparation est compléte. Une étude plus approfondie du
probléme nous a conduit & traduire cette propriété de vieillissement du systéme a ’aide
d’un processus markovien monotone relativement & l'ordre rh, c’est-a-dire relativement a
l'ordre pour le taux de hasard inversé (Reversed Hazard Rate en anglais). Ceci nous a
alors amené a développer quelques résultats complémentaires a ceux de Kijima (cf [36])
concernant de tels processus. Parallélement, nous nous intéressons aussi aux processus mo-
notones relativement a 'ordre stochastique usuel et nous donnons quelques compléments
aux résultats existants (cf [1], [33], [36] ou [51] par exemple).

Ces travaux préliminaires étant effectués, nous abordons ensuite notre probléme de fia-
bilité en commencant par calculer la disponibilité asymptotique. Pour cela, on remarque
simplement qu’aprés un redémarrage suivant une réparation, I’évolution ultérieure du sys-
teme ne dépend que de I’état de marche dans lequel le systéme redémarre (controlé par
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Dp). En d’autres termes, le processus décrivant 1'évolution du systéme est un processus
semi-régénératif. La théorie du renouwvellement markovien nous fournit alors aisément la
valeur de la disponibilité asymptotique.

En ce qui concerne la loi optimale de redémarrage aprés réparation, une question
naturelle est de se demander si elle correspond ou non au redémarrage dans un état de
marche fixé. La réponse est négative et nous montrons qu’elle est en général aléatoire.
Ceci justifie notre modélisation des redémarrages & ’aide d’une loi de probabilité Dy sur
les états de marche. Cependant, la recherche de la loi optimale étant grandement facilitée
lorsque 'on peut se restreindre aux redémarrages dans un état de marche fixé (en nombre
fini), nous donnons tout de méme des conditions pour qu’il en soit ainsi.

Nous montrons ensuite que, si les états de marche sont classés par ordre de dégradation
croissante, et si le processus markovien décrivant ’évolution du systéme en marche est
monotone relativement & I'ordre rh et a une matrice génératrice triangulaire supérieure, la
disponibilité asymptotique du systéme est alors d’autant plus élevée que la réparation est
compléte, le degré d’achévement de la réparation étant lui aussi mesuré avec ’ordre rh. En
particulier, des réparations complétes sont alors optimales. En revanche, nous montrons
aussi que 'ordre stochastique usuel n’est suffisant, ni pour décrire le caractére vieillissant
du systéme, ni pour mesurer le degré d’achévement de la réparation, si I’on souhaite obtenir
la méme propriété. Ceci justifie Uutilisation de ’ordre rh, plus fort que ordre stochastique
usuel.

Enfin, nous terminons ce premier chapitre en étudiant précisément deux systémes clas-
siques en fiabilité, & savoir les systémes de type k sur n dont nous avons déja parlé plus
haut et les systémes formés par n composants identiques en redondance passive. Pour ces
deux types de systémes, nous montrons qu’il existe un nombre optimal de composants a
réparer pour optimiser la disponibilité asymptotique et nous le calculons explicitement.

Le deuxiéme chapitre est ensuite consacré a 1’étude d’une politique de maintenance
préventive, que l'on fait subir au méme systéme que celui que nous avons étudié dans
le premier chapitre. Plus précisément, nous supposons que ’état courant du systéme en
marche ne peut étre connu que par des inspections. Dans ce cas, si I'on souhaite prévenir
une panne du systéme, il est naturel d’aller 'inspecter de temps en temps. Tant qu’on le
trouve dans un état de marche que 'on juge satisfaisant, on le laisse fonctionner normale-
ment. Dés que le systéme a atteint un seuil alarmant de dégradation, on ’arréte pour lui
faire subir une opération de maintenance préventive. Remarquons que, tant que le systéme
est dans un bon état de marche, il n’est sans doute pas nécessaire de I'inspecter souvent. En
revanche, lorsqu’il commence a se dégrader, il vaut mieux accélérer le rythme des inspec-
tions. Ceci nous améne & supposer qu’aprés une inspection, par exemple & I'instant .S, le
temps d’attente de la prochaine inspection (si elle a lieu, c’est-a-dire si ’'on n’a pas décidé
d’arréter le systéme a Uinstant S,,) dépend de I'état de dégradation du systéme a U'instant
Sn. De la méme facon, on suppose aussi que les durées des opérations de maintenance
dépendent de 1’état de dégradation du systéme au moment ol on les commence.

Si on la compare aux différentes politiques de maintenance précédemment étudiées dans
la littérature (inspections périodiques, indépendantes de I’évolution du systéme, durées de
maintenance négligeables ou indépendantes de I'état de dégradation du systéme, ...), cette
modélisation est nettement plus proche de la démarche utilisée ou tout au moins souhaitée
par les industriels. En effet, 'un des problémes actuels des industriels est de maintenir
leurs systémes a bon escient, et d’éviter ainsi les gaspillages dus aux cotlits de maintenance
inutile car intempestive. En adaptant le rythme des inspections a I’évolution réelle du
systéme, notre modélisation permet a priori de les diminuer.

Université de Marne la Vallée
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Notons que cette modélisation a déja été étudiée par C. Cocozza-Thivent dans [20],
avec des méthodes complétement différentes.

Précisons maintenant les différents points que nous étudions pour une telle politique
de maintenance préventive : nous calculons tout d’abord la disponibilité asymptotique du
systéme soumis & cette politique de maintenance. La encore, ce calcul est fait a ’aide de
la théorie du renouvellement markovien. Nous étudions ensuite 1’apport de la politique de
maintenance en comparant les disponibilités asymptotiques du systéme initial et du sys-
téme maintenu. Nous montrons en particulier que, sous des conditions naturelles portant
sur la maintenance, la politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique
du systéme si et seulement si les opérations de maintenance ne sont pas trop longues en
moyenne. Aprés avoir remarqué que la disponibilité asymptotique dépend des lois des va-
riables inter-inspections et pas seulement de leurs moyennes, nous nous intéressons ensuite
a son optimisation relativement & ces lois. Nous constatons sur quelques exemples qu’il
semblerait que l’on puisse toujours restreindre cette optimisation aux seules variables inter-
inspections de type déterministe. Nous démontrons cette propriété sous une hypothése
supplémentaire. La recherche des lois inter-inspections optimales en est alors grandement
facilitée.

Un autre critére trés utilisé par les industriels étant le codt moyen asymptotique, nous
consacrons la derniére partie de ce deuxiéme chapitre a I’étude de ce nouveau critére. Le
plan d’étude est le méme que pour la disponibilité asymptotique.

Le troisiéme et dernier chapitre de cette thése est consacrée a I’étude d’une autre po-
litique de maintenance préventive. L’intérét de cette derniére étude réside non pas dans
la modélisation de la politique de maintenance préventive, qui est beaucoup moins évo-
luée que la précédente, mais dans la modélisation du systéme initial (c’est-a-dire sans
maintenance) qui est, quant a elle, beaucoup plus riche que celle que nous avons étudiée
précédemment et que celles qui sont habituellement considérées dans ce type d’étude.

Nous supposons en effet dans ce dernier chapitre que le systéme initial évolue selon un
processus semi-markovien. Cette modélisation n’est pour l'instant pas encore trés utilisée
par les industriels et 'on ne trouve que peu d’exemples de systémes semi-markoviens
dans la littérature. Cette modélisation semble pourtant riche d’applications potentielles.
En effet, le simple cas o l'on ne considére qu’un seul état de marche permet déja de
modéliser n’importe quel systéme dont la loi de durée de vie est connue, par exemple
parce qu’on ’a déterminée préalablement & 'aide de méthodes statistiques. Lorsque 1'on
passe & une modélisation comportant plusieurs états de marche, on peut alors imaginer
pouvoir modéliser en plus divers changements de régimes dans 1’évolution du systéme,
qu’ils soient dus a des défaillances de composants dans le systéme ou diverses influences
extérieures.

Ce systéme semi-markovien est soumis a la politique de maintenance préventive sui-
vante : supposons par exemple que le systéme soit au départ dans un état de marche
et que, 1a encore, son état courant, tant qu’il est en marche, ne soit connu que par des
inspections. On considére alors une variable aléatoire S de loi p quelconque et indépen-
dante de I’évolution du systéme. Si le systéme est déja en panne a Iinstant S, on termine
normalement la réparation en cours. Si le systéme est encore en marche a l'instant S, on
I’arréte pour lui faire subir une opération de maintenance préventive. Cette opération a
une durée aléatoire dépendant de I’état de dégradation du systéme au moment ou on la
commence. On procéde de la méme fagon aprés n’importe quelle période d’arrét.

Le plan d’étude du systéme soumis a cette politique de maintenance est le suivant : nous
envisageons tout d’abord le cas oti la loi p du temps d’attente S de la maintenance suit une
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8 Introduction

loi exponentielle. L’étude repose alors sur le fait que le processus décrivant 1’évolution du
systéme maintenu est lui aussi semi-markovien. Ceci nous permet, d’une part, de calculer
la disponibilité asymptotique du systéme maintenu sous des hypothéses plus faibles que
dans le cas général on p est quelconque (voir ce chapitre pour plus de détails), d’autre
part, de calculer aussi la disponibilité instantanée du systéme maintenu, ce que l'on ne
sait pas faire dans le cas général. Nous donnons alors quelques exemples pour lesquels
nous optimisons la politique de maintenance relativement a la disponibilité asymptotique,
et pour lesquels nous comparons les disponibilités instantanées du systéme initial et du
systéme maintenu, le systéme étant soumis a cette politique de maintenance optimale.

Lorsque la loi p du temps d’attente de la maintenance est quelconque, nous com-
mencons par calculer la disponibilité asymptotique, & nouveau a 1’aide de la théorie du
renouvellement markovien. Nous nous intéressons ensuite a 'optimisation de cette disponi-
bilité asymptotique relativement & la loi p. Nous observons la encore sur quelques exemples
que, comme au chapitre 2, la politique optimale (lorsqu’elle existe) semble toujours corres-
pondre & un temps d’attente de la maintenance déterministe. Malgré tout, nous observons
aussi graphiquement que, lorsque ’on ne maintient pas exactement & l'instant optimal
(par exemple parce que cet instant est mal déterminé ou pour des raisons techniques), un
temps d’attente plus dispersé de méme moyenne peut donner de meilleurs résultats. Ceci
gustifie lintroduction de temps d’attente aléatoires dans notre modéle (ainsi que pour les
variables inter-inspections du chapitre 2, le méme phénomeéne étant vrai dans ce chapitre,
méme si nous ne I’avons pas mis en évidence graphiquement).

Moyennant quelques hypothéses supplémentaires, nous montrons ensuite que ’on peut
effectivement se restreindre aux seules lois p déterministes pour optimiser la maintenance.
Nous étudions alors les politiques de maintenance associées a de telles lois. Nous donnons
en particulier différentes conditions pour que la politique de maintenance améliore la
disponibilité asymptotique, selon le comportement du taux de panne aprés un redémarrage
(croissant, décroissant, décroissant puis croissant, ...). Nous envisageons aussi différentes
lois classiques utilisées par les industriels pour modéliser la durée de vie d’un systéme
(Weibull, Gamma, loi des valeurs extrémes modifiée et log-normale).
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Chapitre 1

Optimisation de la maintenance
corrective d’un systéme

1.1 Introduction

Faut-il réparer complétement un systéme lorsqu’il tombe en panne, ou est-il préférable
de le remettre en route le plus rapidement possible (ou & moindre coiit), en réparant
uniquement les composants nécessaires 4 son bon fonctionnement 7 Comment choisir le
degré optimal de réparation ou encore, de maintenance corrective ? Ce type de probléme
est tout & fait classique dans I'industrie, ainsi que nous 'ont indiqué quelques ingénieurs.

Le systéme étudié ici a un espace d’états fini. Son évolution est markovienne tant qu’il
est en marche, ¢’est-a-dire que les taux de panne et les taux de transition entre les différents
états de marche sont supposés constants. Le systéme peut éventuellement comporter des
composants réparables pendant que le systéme fonctionne, avec des taux de réparation
constants, mais le cadre d’application typique de notre étude correspond plus & un systéme
qui ne peut que se dégrader en fonctionnant. Ce systéme peut étre l'objet de différents
types de panne. A chacune de ces pannes est associée une durée aléatoire de réparation,
de loi quelconque. Les durées de réparation peuvent éventuellement dépendre de I’état de
marche dans lequel le systéme redémarre (a priori, plus la réparation est compléte, plus
elle est longue). Aprés une réparation, le systéme redémarre dans un état de marche i
supposé indépendant de I’évolution antérieure du systéme (et donc indépendant du type
de panne), et ceci avec la probabilité Dg (7). On appelle alors ”loi de redémarrage” la
probabilité Dg qui controle les redémarrages aprés une réparation. Avec ce vocabulaire,
notre probléme est donc de déterminer la ”meilleure” loi de redémarrage Dpg. Pour mesurer
les performances du systéme, le critére utilisé ici est la disponibilité asymptotique, c’est-a-
dire la probabilité que le systéme fonctionne, ayant atteint son régime stationnaire. Notre
probléme est donc de trouver la loi Dy qui rende la disponibilité asymptotique maximale.

Plagons-nous un instant dans le cas particulier ou les durées de réparation sont indé-
pendantes de leur degré d’achévement. En d’autres termes, supposons qu’une réparation
minimale soit aussi longue qu’une réparation compléte. Supposons d’autre part que le sys-
téme se "détériore” en fonctionnant. D’un point de vue intuitif, le systéme devrait alors
étre d’autant plus disponible que la réparation est compléte. D’un point de vue théorique,
comment traduire cette notion de ”détérioration” du systéme (encore appelée ”vieillisse-
ment” en fiabilité) et comment mesurer le degré d’achévement de la réparation pour que
cette propriété soit effectivement vérifiée 7
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Si les états sont rangés par ordre de dégradation croissante, une facon naturelle de
traduire le fait que le systéme se détériore (ou "vieillit”) en fonctionnant est d’écrire que,
pour 0 < s < 1, le systéme est & linstant £ dans un état "plus grand” qu’a l'instant
s. En d’autres termes, ce vieillissement du systéme peut étre traduit par une sorte de
monotonie du processus de Markov sous-jacent. Cette remarque nous conduit alors vers les
nombreux travaux qui ont été consacrés ces derniéres années a 1’étude de différents types de
monotonie pour ces processus, les ordres stochastiques associés étant fort divers. On peut
ainsi penser aux travaux de Brown, Chaganty, Karasu, Kijima, Li, Shaked, Shanthikumar,
. ([15], [29], [35], [36], [38], [39], [45], [46], [49], ...). Parmi toutes les monotonies étudiées
dans ces différents articles (dont la liste n’est pas exhaustive), notre probléme est alors de
choisir celle qui est adaptée & notre probléme, c’est-a-dire celle pour laquelle un systéme
vieillissant est d’autant plus disponible que la réparation est compléte.

La notion d’ordre la plus utilisée en fiabilité est, et a toujours été, I’ordre stochastique
usuel. On peut bien sfir penser aux travaux des pionniers Barlow et Proschan [7], mais
méme dans le cas d’ouvrages plus récents consacrés aux ordres stochastiques, comme ceux
de Shaked et Shanthikumar [46], de Stoyan [51] ou de Szekli [52], ordre stochastique usuel
reste le plus utilisé dans les applications & la fiabilité. Nous nous sommes alors demandé
si cet ordre pouvait convenir ici. La réponse est négative et nous donnons un exemple de
systéme tel que le processus de Markov sous-jacent est stochastiquement monotone (pour
lordre stochastique usuel) mais tel que la réparation compléte n’est pas optimale. Nous
avons donc besoin d’un ordre plus fort.

En regardant plus précisément ’expression de la disponibilité asymptotique, nous nous
sommes alors apercu qu’il nous fallait supposer que le processus de Markov sous-jacent
était monotone par rapport a I'ordre rh. Rappelons que la notation rh fait référence au nom
anglais “reversed hazard rate” et que cette appellation a été donnée par Shanthikumar,
Yamsaki et Sakasegawa dans [50] (1991). Parmi les auteurs ayant contribué de prés ou de
loin & ’émergence de cet ordre (éventuellement sous d’autres formes), on peut aussi citer
Keilson, Kester, Kijima, Shaked, Shanthikumar, Sumita... (cf [31], [32], [35], [46], [50],
...). Rappelons aussi que les processus de Markov monotones par rapport a l'ordre rh ont
été récemment étudiés par Kijima dans [36]. Le travail que nous présentons ici s’appuie
d’ailleurs largement sur cet article. Pour des raisons techniques développées ultérieurement,
nous nous restreignons ici & des processus monotones relativement & ’ordre rh dont la
matrice génératrice est triangulaire supérieure. Cette restriction est aussi motivée par le
fait que, pour de tels processus, I’état du systéme a I'instant ¢ est plus grand qu’a 'instant
s (0 < s < t) au sens de V'ordre rh (ce qui est faux lorsque la matrice génératrice n’est
pas triangulaire supérieure). Cette propriété est la traduction du caractére vieillissant de
notre systéme que nous recherchions.

Le plan d’étude de ce chapitre est le suivant.

Nous nous intéressons tout d’abord (§ 1.2) aux processus markoviens monotones rela-
tivement a I’ordre stochastique usuel et relativement a I’ordre rh. Nous rappelons quelques
propriétés usuelles et nous donnons des compléments (ainsi que sur l'ordre rh).

Nous abordons ensuite I’étude de notre probléme d’optimisation de la disponibilité
asymptotique d’un systéme selon sa loi de redémarrage (§ 1.3). Nous commengons par
donner une condition suffisante pour que la recherche de la loi optimale puisse étre res-
treinte aux masses de Dirac §;, correspondant aux redémarrages dans I'un des états de
marche ¢ (en nombre fini). Dans le cas général, cette propriété est fausse (cf exemples 1.23
et 1.24) et il nous faut considérer des lois de redémarrage quelconques sur I'ensemble des
états de marche. Pour un systéme ”vieillissant” (voir au-dessus), nous montrons alors que
le systéme est d’autant plus disponible que la réparation est compléte. Le degré d’acheé-
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vement de la réparation est mesuré avec 'ordre rh. Nous terminons par deux exemples,
le cas d’un systéme k sur n et le cas d’un systéme ayant m composants identiques en
redondance passive, pour lesquels nous calculons explicitement le nombre de composants
a installer afin d’optimiser la disponiblité asymptotique. Notons que ce type de probléme
avait déja été étudié auparavant par Barlow, Hunter et Proschan pour des composants en
redondance passive ou en parallele ([5] et [6]), les critéres & optimiser étant alors la fiabilité
ou la premiére durée moyenne de bon fonctionnement du systéme.

1.2 Processus monotones

Ce paragraphe est consacré a I’étude des processus markoviens monotones relativement,
d’une part, & lordre stochastique usuel, d’autre part, a I'ordre rh. Nous commencons par
I'ordre stochastique usuel.

Dans tout le paragraphe, (X;) désigne un processus markovien sur {1,....m + 1}. Sa
matrice génératrice est notée A = (a; ;), son noyau (P (4, j)).

On note par ailleurs g la matrice carrée d’ordre m définie par g; ; = _[boo P, (i,7) dt pour
tous 1 <17,5 <m.

gi; représente la durée moyenne passée dans l'é¢tat j sachant que Xo = i (g;; est
éventuellement infini).

Pour ¢ € {1,...,m}, on note aussi g;+ la mesure positive définie sur {1,...,m} par
ie (J) = Gij-

On définit de méme la probabilité P; (i,e) sur {1,...,m+1} pour tous i € {1,...,m+1}
et 1> 0.

Pour ¢ € {1,...,m}, E; désigne I'espérance par rapport a la loi conditionnelle P; (.) =

P(./Xo=1).

1.2.1 Processus stochastiquement monotones

Nous commencons par quelques rappels concernant I’ordre stochastique.

Ces rappels sont donnés pour des probabilités sur {1, ..., m}, mais on les utilisera aussi
pour des probabilités sur {1,...,m + 1} sans notification particuliére.

On considére ainsi deux probabilités vy et vg sur {1,...,m}.

Rappelons tout d’abord que vq est stochastiquement inférieure a vo (V1 <st0 V2) si et
seulement si 2'11:1 vi (k) > Z',izl ve (k), pour tout 1 < j <m.

A la suite de Keilson et Kester dans [31], nous utilisons aussi une interprétation ma-
tricielle de l'ordre stochastique. Soit u la matrice triangulaire supérieure d’ordre m (ou
m + 1 selon le cas) telle que u; ;= 1, pour 1 <12 < 5 < m. La matrice u est inversible et

les seuls coefficients non nuls de v~ ! sont u;l =1, pour i € {1,...,m}, u;lﬂ = —1, pour
ie{l,..,m—1}:
1 1 | | 1 —1 0 ... 0 0
0 1 1 N | 0 1 -1 . e 0
0 0 1 1 1
u = Tu =
0
0 1 1 0 0 1 -1
0 0 0 1 0 0 0 1

Sophie BLOCH- MERCIER 18 décembre 2000
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On peut alors traduire 'ordre stochastique & l'aide de u et on a v1 <y Vo si et
seulement si viu > vou.

De la méme facon, si b est une matrice stochastique d’ordre m, b; ¢ <s0 bit1.e pour
tout i € {1,...,m — 1} est équivalent & v~ 'bu > 0. On en déduit immédiatement le résultat
classique suivant.

Proposition 1.1 Soient vy et vy deux probabilités sur {1,...,m} telles que v1 <g0 V2 €l
b une matrice stochastique d’ordre m telle que b; ¢ <s10 biy1,6 pour tout i € {1,...,m —1}.
On a alors v1b <4 V2b.

Démonstration. 1l suffit d’écrire v1bu sous la forme vibu = (vqu) (u’lbu). Comme
u”'bu > 0 et v1u > vou par hypothése, on en déduit immédiatement v1bu = (v1u) (u’]bu) >
(vou) (u tbu) = vobu. W

Nous rappelons ci-dessous la définition des processus stochastiquement monotones et
leur caractérisation a l’aide de leur matrice génératrice (cf par exemple [35]).

Définition 1.2 (X3) est un processus stochastiquement monotone si et seulement si Py (i, ) <0
P (i +1,e) pour tous i € {1,...,m}, t > 0.

Proposition 1.3 (c¢f Kijima, [35])

((X3) est unprocessus stochastiquement monotone)

m-1 mt1
& a; ; < Z aiy1,5, pour tousi € {1,...m}, ke {l,...m+1}, k#i+1
j=k Jj=k
k k
= Zai-j > Z(IH_L]', pour tous i € {1,...m}, ke {l,...m+1}, k#1
Jj=1 Jj=1

Notons que pour un processus stochastiquement monotone, on a aussi le résultat élé-
mentaire suivant, qui signifie que la durée moyenne passée dans un état inférieur ou égal

a k sachant que Xy = i + 1 est inférieure ou égale & la méme durée moyenne sachant que
Xo = 1.

Proposition 1.4 Si (X;) est un processus stochastiquement monotone, alors :

k

Zq i+1,j5) <

J=1

(i,7) < 400, pour tout i € {1,...m — 1},

HM;?

ce qui peut encore s’écrire u Lgu > 0, lorsque les coefficients de la matrice g sont finis.
i 2

Démonstration. Clair car

k

oo k
Mo = [ S Pl
Jo i3

i=1
oo k k
/ SR+ 1)) d = g(i+1,5). m
JO . .
j=1 j=1

v

Nous terminons ce paragraphe par un résultat complémentaire concernant les processus
stochastiquement monotones dont la matrice génératrice est triangulaire supérieure.
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Proposition 1.5 Si (X;) est un processus stochastiquement monotone :

(P (i,0) <st0 Ps (i,8) pour tous 1 <i<m+1,0<1t<s)

< (A est triangulaire supérieure)

Remarque 1.6 Si (X;) représente [’évolution d’un systéme dont les états sont rangés
par ordre de dégradation croissante, la proposition 1.5 montre en particulier que, si A
est triangulaire supérieure, le systéme est dans un état (stochastiquement) plus dégradé a
Uinstant s qu’a Uinstant t pour 0 <t < s. De tels processus sont donc bien adaptés pour
décrire certains phénoménes de vieillissement d’un systéme.

Démonstration. Supposons tout d’abord P (i,e) <s0 Ps (i, @) pour tous i € {1,...,m+1},
0<t<s.

En particulier, on a alors Py (i,®) <g, Ps (i,®) pour tous i € {1,....m+ 1}, 0 < s.
Ceci peut encore s’écrire

m+1 m+1
> Py(ik) =Tgsjp <> Puliy k), pour tout j € {1,...,m +1}. (1.1)
k=3 k=3

En prenant j =4, on en déduit

puis

Pour 2 > 2, on a donc

Ceci entraine Ps (i,k) = 0 pour k <i—1eti>2.

Par ailleurs, on sait que Ps (i, k) = (exp (s4)) (4, k). En utilisant un développement
limité a l'ordre 1 au voisinage de 0, on obtient

(I+sA)(ik)+o(s)=0

pour s au voisinage de 0, kK <i —1 et i > 2.
Ceci entraine a;, = 0, pour & <i —1et i > 2.
En d’autres termes, A est triangulaire supérieure.

Réciproquement, supposons maintenant que A soil triangulaire supérieure.
Montrons tout d’abord que Py (i,e) <y, Ps (i, @) pour tous i € {1,....m+1}, 0 < s.
1l s’agit donc de vérifier que (1.1) est vraie pour tous ¢, j € {1,...,m+ 1}.

Pour j > i, c’est évident.

Pour ¢ > j, comme A est triangulaire supérieure, il en est de méme pour P de sorte

Sophie BLOCH- MERCIER 18 décembre 2000
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que
m+1 m+1 m+1
> Pi(ik)> Y P k)= Pi(ik)=1
k=3 k=i k=1

et (1.1) est vraie pour i > j.
(1.1) est donc vraie pour tous 7, j € {1,....m+1}.
On en déduit que Py (i,8) <50 Ps (i,8) pour tous 1 <i<m-+1, s> 0.
Soient maintenant s et ¢t tels que 0 <t <setl1<i<m+1.
Ps (i,e) se met alors sous la forme

m+1

Pi(i,®) = Py (i,k) P (k,e).

k=1

De plus, on sait déja que Py (i,@) <g1o Ps—yt (i, ).

Par ailleurs, comme (X;) est un processus stochastiquement monotone, on a aussi
Py (k,e) <40 P (k+1,8) pour tous k € {1,....,m+1}, ¢ > 0.

Grace a la proposition 1.1 (ou l'on remplace m par m + 1), on en déduit

m+1 m+1
Z Py (i, k) Py (k. 8) <sto Z Ps_y (i, k) P, (k, o).
k=1 k=1

En d’autres termes, P; (i,8) <g, Ps (i,8) pour tous 1 <i<m+1,0<t<s.
On a donc bien montré 1’équivalence. B

Nous passons maintenant a 1’étude des processus rh-monotones.

1.2.2 Processus rh-monotones

Nous commencons par quelques rappels et compléments concernant ’ordre rh.

Comme pour l'ordre stochastique usuel, ces rappels sont donnés pour des probabilités
sur {1,...,m}, mais on les utilisera aussi pour des probabilités sur {1,...,m + 1} sans
notification particuliére.

Pour un panorama plus complet des propriétés de 'ordre rh, on peut consulter par
exemple I'ouvrage de Kijima [35] ou celui de Shaked et Shanthikumar [46] (qui contient
aussi deux chapitres consacrés a I'utilisation de différents ordres stochastiques en fiabilité).

1.2.2.1 L’ordre rh
Rappelons tout d’abord la définition de cet ordre.

Définition 1.7 Soient vy et vy deux probabilités sur {1,....m}. On dit que vy est rh-
inférieure 4 vo el on note vy <yp Vo (rh pour “reversed hazard rate”) si et seulement
st

22:1 v1 (k) < Z?:] va (k)
Shivi(k) T Yo va (k)

cette inégalité s’entendant comme le produit en croiz lorsque 'un des dénominateurs s’an-

, pour tous 1 < i < j < m, (1.2)

nule.

Université de Marne la Vallée



1.2 Processus monotones 15

Afin de comprendre la signification de 'ordre rh, rappelons que, si X est une variable
aléatoire discrete sur {1,...,m}, on appelle taux de hasard inversé de X la fonction hx
définie sur {1,...,m} par hx (1) = P(X =i/X <) lorsque P(X <i) > 0et hx (i) = +o0
sinon (alors que le taux de hasard correspond quant a lui a P (X =i/X >1)). SiY est une
autre variable aléatoire discrete sur {1, ..., m} et hy son taux de hasard inversé, il est alors
facile de vérifier que la loi de X est inférieure a la loi de Y pour 'ordre 7k si et seulement
si hx (i) < hy (i) pour tout 1 < i < m, ce qui justifie le nom de cet ordre.

Ces rappels étant faits, remarquons que pour avoir vq1 <, Vo, il est en fait suffisant
d’avoir (1.2) seulement pour ¢ € {1,....m — 1} et j =i+ 1 (Keilson et Kester, [31]).

Remarquons aussi que la matrice u définie au §1.2.1 permet d’interpréter 'ordre rh

v

et que 'on a v <, V9 si et seulement si < g u € TP2 (totalement positive d’ordre 2),

<1 . . . Vi " .
c’est-a-dire si et seulement si tous les mineurs d’ordre 2 de < > u sont positifs (Keilson
V2

et Sumita, [32]).

De plus, si b est une matrice stochastique d’ordre m, b; e <,5 bit1.e pour tout 7 €
{1,...,m — 1} est équivalent a bu € T P2.

Rappelons d’autre part que 'ordre rh entraine I’'ordre stochastique, la réciproque étant
fausse (il suffit par exemple de prendre v = (1/2,0,1/2,0) et vo = (0,1/2,0,1/2)).

, . . 1 , .
On en déduit que, si < > u € T'P2, on a nécesssairement vyu > vau.
)

Remarquons que cette propriété est fausse lorsque V; et Vi ne sont plus des probabilités
|21
Vs
que Vi et Vo vérifient (1.2)), on n’a pas nécessairement Viu > Vou (il suffit de prendre
Vi =(1,0) et Vo = (0,2) par exemple).

Enfin, rappelons que I'un des outils de base pour étudier les processus rh-monotones
est le lemme 1.8 donné par Kijima dans [35], la démonstration étant similaire a celle de
Shanthikumar dans [49] pour I'étude d’un autre ordre.

mais des mesures positives : si V5 et V5 sont telles que < u € TP2 (c’est-a-dire telles

Lemme 1.8 (¢f Kijima, [35]) Soient a et b deuxz matrices positives, a ayant au moins
deux lignes et ayant m colonnes, b carrée d’ordre m telles au € TP2 et bu € T'P2. Alors,
siu'bu >0, on a abu € TP2.

Ce résultat appelle quelques remarques. En effet, comme l'ordre rh entraine 'ordre
stochastique, si b est une matrice stochastique, bu € TP2 entraine v~ 'bu > 0. Ainsi, si b
est une matrice stochastique, au € T P2 et bu € T P2 entraine abu € T P2 et la condition
u by > 0 est superflue. Qu’en est-il lorsque b n’est plus une matrice stochastique ?

Pour m = 2, il est facile de voir que au € T P2 si et seulement si a € T P2, de sorte que
au € TP2 et bu € TP2 entraine abu € TP2 sans condition supplémentaire. (Rappelons
que le produit de deux matrices TP2 est T P2, Karlin [30]).

En revanche, pour m > 3, au € T P2 et bu € T P2 n’entraine pas abu € T P2. En effet,

1 00
si I'on prend a = 0.5 0.25 0.25 etb=1| 0 2 0 |,onaauéeTP2etbucTP?
025 0.5 0.25 00 2

mais abu ¢ TP2. (Dans cet exemple, u~'bu n’est pas positive mais u~'au > 0).
bu € TP2 est donc insuffisant dans le cas général pour savoir que au € TP2 en-
traine abu € TP2. Nous utilisons donc la condition suffisante donnée par Shanthikumar
(u’lbu > 0), qui est, a notre connaissance, la plus faible condition obtenue jusqu’a présent.
Nous réécrivons ci-dessous les résultats du lemme 1.8 de facon a les rendre plus lisibles
pour notre étude.
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Corollaire 1.9 Soient vy et va deuz probabilités sur {1,...,m} telle que v1 <, va. Soit
b une matrice stochastique d’ordre m telle b; o <rp bit1.e pour tout 1 <i <m — 1. Alors
v1b <.p vab.

Corollaire 1.10 Soit G une matrice carrée d’ordre m positive telle que Gu € TP2 et
telle que w 'Gu > 0. Soient V1 et V2 deux mesures positives sur {1,...,m} telles que

1 1
< 52 )uETPQ. On a alors < 523 )u e TP2.

Dans le méme ordre d’idée, nous terminons cette partie concernant ’ordre rh en don-
nant un résultat complémentaire similaire.

Proposition 1.11 Soient V! et V2 deux mesures positives non nulles sur {1, ...,m} telles

V! )
que < > u € TP2. Soient U et W deux vecteurs colonnes d’ordre m tels que W; > (

VQ
pour tout 1 < i < m et % < V[{;—J:l pour tout 1 < ¢ <m — 1. 5i, de plus, W; > W, pour
tout 1<i<m—1 ouU; > Ui+i > 0 pour tout 1 <i<m—1, alors
viv  viU
< (1.3)
Viw — V2w

Démonstration. On se place tout d’abord sous I’hypothése W; > W; 1 pour tout 1 <
< m — 1.

. 1
Transformons Uexpression de 22

VIiw:

viv YTV, SR W,
Viw ST VW, S VWL

(&> étant croissante par rapport a ¢, % se met sous la forme :
% =>"_ @, avec z; > 0 pour tous 1 < j < i < m.

On en déduit :

viu _ S V! > =1 Wi _ iTZﬁg v,'w;

J
viw TS viwe SR VW
On est donc ramené & montrer que :
m 1 m 2
VW VAW,
Zlf] i ZF] - 2, pour 2 < j < m, (1.4)

<
YL ViWE T L VEW;

(c’est évident pour j = 1).

En écrivant S, VIW; = SN VIW, + > VWi (de méme pour V?2), (1.4) est
alors équivalente a

m 1117 m 211/

S VW ST VI,

SLVIW S SE W,

, pour 2 < j <m. (1.5)

La méthode utilisée pour ce qui suit est similaire & celle du lemme 1.8 (Kijima [35]

ou Shanthikumar [49]).
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Remarquons tout d’abord que, si a1, as, ...am,, b1, b, ..., by, sont des réels, on a

m—1 7j—1
Zakbk— Z ak — Q11 Zb;—&—amZblfa]Zb; pour 2 < j <m (1.6)
k=3 1=1 1=1 =1

et

7 —1

Z (ag — agiq Zb +a; an, pour j > 2. (1.7)

k=1 1 n=1 n=1

.

Tf

En utilisant (1.6) pour le dénominateur et (1.7) pour le numérateur avec ay = Wy et

b = V;!, on obtient, pour j > 3 :

> VitWi _ 2k S W= W) Y, i+ W S = W, Y v
SIIvW; ‘;1721 (Wi = Wi1) b Vi + W 300 Vi
m V
B Z ( WkJH)%JZ 1V1+W %ﬂl 1V17W7' (18)
_ . ; , ,
Zij (Wh — Wiy1) %” + W1

- 1
en divisant haut et bas par Y7 V1.
Par hypothése, W, — Wy, 1 > 0.

1
De plus, comme < “;2 > w € TP2, on a

iV S Ve o
Iy S Stk
Z Zn:lv
1 k 2
%’1‘/ > %HXV/Z sih<j—2.
n=1

e (1.8), on déduit alors que (1.5) est vraie pour j > 3.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que (1.5) est encore vraie pour j = 2 (le dénomi-
nateur est alors remplacé par Wy). (1.5) est donc vraie pour tout j > 2 et (1.3) est vraie
sous la premiére hypotheése.

Le principe de démonstration est le méme sous la deuxiéme hypothése, & savoir U; >

Uipg pour tout 1 <i<m—1.

On commence par écrire

Vi SV
VIw YL VU

i

Puis, (%) étant décroissante par rapport a ¢, on peut mettre % sous la forme

m
= E m]7
j=i

avec x; > 0 pour tous 1 < j <i < m.
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On en déduit
viu _ D im V?Ui
VIW 3w YL VAU,

Pour montrer (1.3), il est alors suffisant de montrer que

g:l V;lUi 3:1 ViQUi .
Zm VT > Zm VI pour 1 < j <m.
i=1 Vs Vi i=1 Vi Vi

On est donc ramené au méme probléme que précédemment (cf (1.5)), en remplagant W;
par U;.
1.3) est donc vraie sous les deux hypothéses. B
yp

Nous passons maintenant a 1’étude des processus rh-monotones.

1.2.2.2 Processus rh-monotones

Nous rappelons tout d’abord leur définition et leur caractérisation & l’aide de leur
matrice génératrice, donnée par Kijima [36].

Définition 1.12 (X}) est un processus rh-monotone si et seulement si Py (i, 8) <.p, P (i 4 1,0)
pour tous i € {1,....,m}, t >0, ou, de facon équivalente si et seulement si Py x u € TP2

Proposition 1.13 (cf Kijima, [36]) (X;) est un processus rh-monotone si et seulement
si

a;; = 0pourtousl <j<i—-2<m+41
et a;; < @ajp1,5 pourtous 3<i+2<j<m+1

En d’autres termes, (X;) est un processus rh-monotone si et seulement si sa matrice
génératrice A est de la forme

oSO e e
O e e —
o O — —
o — —
— e — —
o — —

[}
— .

0 0 0 . e
0 00 . 0 e
les fleches représentant la croissance de a; ; avec 7.

Nous terminons cette partie concernant les processus rh-monotones par un résultat si-
milaire 4 la proposition 1.5, 'ordre stochastique étant maintenant remplacé par 'ordre
rh. La encore, ce résultat montre que les processus rfi-monotones dont la matrice géné-

ratrice est triangulaire supérieure sont bien adaptés pour décrire certains phénomeénes de
vieillissement d’un systéme (cf remarque 1.6).

Proposition 1.14 Si (X;) est un processus rh-monotone :

(P; (i,8) <pp Ps(i,8) pour tousi e {1,...,m+1}, 0 <t <s)

< (A est triangulaire supérieure)
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1.2 Processus monotones 19

Remarque 1.15 Remarquons que Kijima avait déja démontré dans [36] (dans un contexte
plus général que le nétre) que, dans le cas d’un processus rh-monotone, P, (1,8) <,p
Py (1,8) pour tous 0 < t < s. Lorsque la matrice génératrice du processus est en plus
triangulaire supérieure, n'importe quel état de {1,...,m + 1} joue alors le méme réle que
létat 1 de Kijima. Ceci explique 'une des implications de la proposition 1.14. Nous
démontrons aussi la Téciproque.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la proposition 1.5.
Supposons tout d’abord Pj(i,e) <,p Ps(i,e) pour tous i € {1,....m+1}, 0 <t <s.
On a alors Py (7,e) <, Ps (i,e) pour tous 7 € {1,...,m+1}, 0 <.

On en déduit

J+1 J J Jj+1
(ZPU (i,k)) <ZPS (i,k)) < (ZPU (i,k)) <ZPS (i,k))
k=1 k=1

k=1 k=1

ce qui peut encore s’écrire

J Jj+1
Tji<jin) <Z P, (i, k)) <Ti<hy (Z P, (i, k:)> (1.9)

k=1 k=1

pour tout j € {1,...,m}.

Pour ¢ > 2, prenons j =17 — 1.

(1.9) s’écrit alors 3%} Py (i, k) < 0.

On en déduit P (4,k) = 0 pour k& <i— 1.

Ceci entraine que A est triangulaire supérieure, de la méme facon que dans la démons-
tration de la proposition 1.5.

Réciproquement, supposons maintenant que A est triangulaire supérieure.

Montrons tout d’abord que Py (7, ) <, Ps(i,8) pour tous ¢ € {1,...m+1}, 0 <.

1l s’agit donc de vérifier que (1.9) est vraie pour tous i € {1,....,m+ 1}, j € {1,...,m}.

Pour j + 1 < 1, c’est évident.

Pour j =7 —1 (et ¢ > 2), comme P; est triangulaire supérieure, 22;11 P (i k) =0 et
(1.9) est vraie.

Pour j >4, (1.9) est évident.

Ainsi (1.9) est vraie dans tous les cas.

Py (i, ) <, Ps (i,e) est donc vraie pour tous i € {1,....m+1}, 0 <s.

On conclut comme dans le cas stochastiquement monotone, en utilisant le corollaire
1.9 et on a bien montré I’équivalence. W

Les processus rh-monotones dont la matrice génératrice est triangulaire supérieure in-
tervenant a plusieurs reprise par la suite, nous leur donnons maintenant un nom (processus
de type (T)) et nous leur consacrons un paragraphe.

1.2.2.3 Processus de type (7)

Définition 1.16 On appelle processus de type (T') tout processus rh-monotone tel que A
est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonauz tous non nuls (sauf le dernier
qui est nul).

Remarquons que si A est triangulaire supérieure, sa derniére ligne est nécessairement
nulle, de sorte que la nullité du dernier coefficient (noté @, 1 m+1) n’est pas une hypothése
supplémentaire.
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Nous supposons que les autres coefficients diagonaux sont non nuls de sorte que I’en-
semble {1, ..., m} est non absorbant et les g; ; finis. Ce cadre d’étude est tout a fait suffisant
pour 'application & la fiabilité que nous donnons au paragraphe 1.3.

Rappelons enfin que, d’apres les résultats de Kijima, (X;) est un processus de type (T')
si et seulement si sa matrice génératrice A est de la forme

e | |l .1 |
0 e | . | |
a_ |00 e 1
000 . e |
000 .00

ol les e représentent ici des coeflicients non nuls.

Pour I € {1,....,m + 1}, on note T" le temps d’atteinte de l'ensemble {I,...,m + 1} :
T' =inf (t > 0/X; > 1).

De plus, on note 7'5 la fonction de tauz associée o T' sachant que Xo = 14 (pour
1€{1,...,m}).

La proposition suivante nous donne des résultats similaires a ceux de Kijima (théoréme
4.2 [36], voir aussi [49]), du moins en ce qui concerne le premier point. Kijima a en effet
démontré que, si (X;) est un processus rh monotone, la loi de T sachant que Xg = 1 est
THR (Increasing Hazard Rate). Ici, comme dans la remarque 1.15, le fait de se restreindre
aux processus rh-monotones dont la matrice génératrice est triangulaire supérieure nous
permet d’obtenir le méme résultat a partir de n'importe quel état i de {1,...,1}. Nous
v ajoutons deux inégalités entre différents taux, selon I'état duquel part le processus, et
selon I’ensemble & atteindre (de la forme {{,...,m + 1}).

Proposition 1.17 Si (X;) est un processus de type (T'), alors :

- 7'5 est une fonction croissante, ou encore la loi de T' sachant que Xo = i est THR
(pour2 <i+1<l<m+1).

77'§+127'£ (pour 3 <i+2<I<m+1).
—TézTiH (pour2 <i+1<Il<m).

Démonstration. Le principe de démonstration du premier point est semblable a celui
du théoreme 4.2 de Kijima [36].
Soient 7 et I tels que 2 <i+1 <1 <m+1 et soit Fil la fonction de survie de T sachant

que Xp = 1.
On a alors :
—(FY' @ L DA Gk
A = (7[z> (t) - _ ’f]ill : (7 ) (Kolmogorov)
F; (1) > i1 P(isg)

-1 1p 5 .
2= T B (i §) ag
Zj:l Pt (7’:.])
m—+1 co -1
S P, 5) Yo aj

= — (en échangeant les E au numérateur).

Sl PG, )

Par ailleurs, comme A est triangulaire supérieure, on a P;(¢,5) = 0 pour i > j et
ajr = 0 pour j > k.
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1.2 Processus monotones 21

Les seuls termes non nuls correspondent donc 4 1 < ¢ < j < k <[ — 1. La premiére
somme se réduit alors a 34!
i=1
On obtient ainsi :

-1 .o -1
B 21 P 7)) 20— ag

Zj:l Pt (Z'/,])

1—1 PR m—+1 m
RGN e
= T — car Z aj = 0.
Zj:] Pt (17])

Ti(t) =

En utilisant (1.7) avec a; = S0 a; 5 et by, = ng](i’:()z oy on a maintenant
-2 /m+1 m+1 . m+1 1—1 R
P (i,n) oy P(iyn)
U5 1 D S > LIS S s S L R
=1 < k=1 an P; (i,n) k=l Zn:l P; (i,n)
N

pour tout [ > 3.
PE]H‘ ailleurs, comme (X;) est un processus de type (T'), on sait que Zzgl ap —
Z}:t a1, < 0 pour tout j <1 —2.

M
S ) décroit avec t.

On en déduit que 7t (t) croit avec t pour [ >3.
Par ailleurs, pour Il =2 et i = 1, on a 75 (t) = Z}TJ“Q] a1 = cte et T2 est encore une
fonction croissante.

De plus, d’aprés la proposition 1.14,

Té est donc toujours une fonction croissante, pour tous 2 < 7+1 <[ <m+1 et le
premier point est démontré.

Pour le second point, on peut tout d’abord remarquer que, comme (X;) est un processus
rh-monotone, on a

S Pilin) 3 Pe(i+1n)
Zf’l;ll P (i,n) Z;;l1 P (i+1,n)
pourtou53§i+2§l§m+1et7’<l72

On déduit alors de (1.10) que 74 (¢) < 714 (¢) (car Srtlaje — S aji e <0) et
le second point est démontré.

Pour le troisiéme point, on peut remarquer que, d’aprés la proposition 1.14, on a

BN S Pd) 3 Ped)  FE(s)
Fi(t) Y Pg) z”P< ) Fls)

pour tous 0 <t <set2<i+1<[<m.
—l+1

On en déduit que F};ﬂ, est croissante, pour tous 2 <i+1 <[ <m.

Flt .
En écrivant que la dérivée de - F est positive, on obtient alors 7' > 7' ! et le troisieme

point est démontré. W

Nous terminons maintenant avec un résultat qui est la clé de notre application a la
fiabilité.
Proposition 1.18 Si (X;) est un processus de type (T), alors u='gu > 0 et gu € TP2.
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Remarque 1.19 La premiére partie (u’lgu > 0) est immédiate. La seconde partie signi-
fie que, lorsque la matrice génératrice A de (Xy) est triangulaire supérieure, si Pyxu € T P2
pour tout t > 0 (c’est-a-dire si (X;) est rh-monotone), alors gu = ‘[‘0+°° P, x u.dt € TP2.
Nous ne savons pas st cette propriété est encore vraie sans hypothése supplémentaire sur

A.

Démonstration. u 'gu > 0 est clair car (X;) est un processus stochastiquement mono-
tone (cf proposition 1.4). 1l s’agit donc de montrer que gu € T P2.

Pouri € {1,...,m}, Ll €{1,...,m}, on a:
I I roe

Zg(ia:i)—Z/

j=1 j=1"0

40 00

IP’i(thl)dt—/
J0

P; (T‘+1 > t) dt,
J0

car, comme A est triangulaire supérieure, lorsque le processus (X;) a "dépassé” [, il ne
peut plus y revenir.

On en déduit que Zé.:] g(i,j) =B (TIH)_

Notre probléme est alors de montrer que, pour i € {1,...,m — 1},

. I+1 . I+1
E; (T'F1) < Bt (T+1)
E; (T — By (T

, pour tout [ € {1,...,m}, (1.11)

(avec toujours la méme convention si 'un des dénominateurs s’annule).

Notons (FP;) cette propriété et démontrons (P;) par récurrence descendante, pour 1 <
< m — 1.

(Pp—1) s’écrit

Epmo1 (TlH) x B, (Tl> < E,, (TlH) X Epp1 (Tl> , pour tout I € {1,...,m}.

Ceci est trivialement vrai car E,, (Tl) = Q.

Soit maintenant 1 <7 <m — 2.

Suposons (P;) vraie pour tout j tel que i +1<j <m — 1.

Montrons que (F;) est vraie.

Nous avons clairement IE; 1 (Tl) =0sii+1>1etinégalité (1.11) est vraie.
Soit maintenant [ > ¢ + 2.

l

E; (Tl+1> = (durée moyenne passée dans l'état i) + Z %Ej (Tl+1>
j=i+1 0!
1 l
= ol 3 aiyE (Tl+1) . (1.12)
& j=i+1

De la méme facon,

-1
1 .
E; (Tl) = o] 1+ Z a; ;I5; (Tl) pour I > i+ 2. (1.13)
e j=it1
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On en déduit

! I
E; (Tl+1> _ 1+ 27 ,H a; iE; (Tl+1> _ 1+ Zj:iﬂ a; ;B (Tl+1>
BT T I B (1) 14 Sy o0l (T
car [y (Tl) = 0.

Notre probléme est alors de montrer que, pour tout [ > ¢+ 2 :

l
L3 @By (T) B (TM)
1+ o aigBy (1)~ B (T

(cf (1.11)).

Cela peut encore s’écrire

l l
1 + Z (]’i,jEj (Tl+1> Ei+] (T’) S E,,;Jr] (Tl+1> 1 + Z ai,jEj (T’)

j=it+1 j=i+1

ou aussi

l
0 < EH»] (TH-1> _ Ei+] (Tl> + Z ai j |:E7:+] (TH-l) E] (T[> — E] (Tl+1> E7j+] (T[>:| s

j=i+2

le terme pour j =7+ 1 étant nul.

Notons A le second membre de (1.14).

Nous devons montrer que A > (.

D’aprés I'hypothése de récurrence, B4 (T“‘l) E; (Tl) -E; (T“‘l) E;1 (Tl) < 0 pour
tout j > i+ 2.

De plus, a; ; < ajy14, pour j > 1+ 2.

On en déduit

A 2 B (T7) = Bint (T) + XI: Gisry [Bopr (T71) By (T') — By (T) B (T')]

j=it2
!
= Ein (TlH) —Biq (Tl> + Eiq (TH]) Z ait1,;; (Tl>
j=i+2
Eitq ( ) Z ait1,;E (TH—l): (1.15)
j=i+2

en développant.
Par ailleurs, d’aprés (1.13)

1
Z 1,58, (Tl+]> = |ait1,541] Bigq (TH]) —1pourl>i—+2.
J=i+2
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De la méme fagon, comme E; (7;) = 0, on a

1 -1
> a1 B (Tl) = Y a1 B (Tl) = lair1it1| Bip (Tl) ~ 1 pourl>i+3.
j=it2 j=i+2

De plus, sil=4+2, on a Zé':’H»Q aiy1,;E; (Tl) = ai41,i+2Bi1+2 (T“’Q) =0.
En remplagant dans (1.15), on a maintenant, pour I >4+ 3 :

A > Eiq (TZH) — B (Tl) +Eiq (Tl+1) (|a7:+1,7:+1\E7:+1 (Tl) - 1)

~Ei (Tl> (\az’+1,z’+1\ Eiq (TH]) - 1> :

En simplifiant, on obtient A > 0.
De la méme facon, pour l =7+ 2, on a

A > B (T"?) = Bisr (T°?) = B (T77?) (|ais1,i1| Bigr (T77%) — 1)
= Eip1 (TF) (1 = Biy1 (T772) |ais1,1]) = 0

, i+2)y _ 1
car B <T2 ) T a1l
Ainsi, dans tous les cas, on a A > (.
On en déduit que (P;) est vraie et (1.11) est vraie pour tout ¢ € {1,...,m — 1}.

On a donc bien montré que gu € TP2. R

Nous allons maintenant utiliser ces différents résultats pour I’étude de notre probléme
initial, & savoir I'optimisation de la disponibilité asymptotique d’un systéme réparable
relativement & sa loi de redémarrage aprés réparation.

1.3 Etude de la loi de redémarrage optimale aprés répara-
tion

Nous commencons par décrire le systéme étudié et par préciser nos notations.

1.3.1 Description du systéme - Notations

Le systéme étudié a un nombre fini d’états possibles. Les états de marche sont notés 1
a m, les états de panne m + 1 & m + p. Au départ, le systéme est dans I'un des états de
marche. On suppose que le systéme évolue de facon markovienne tant qu’il est en état de
marche, c’est-a-dire que les taux de panne et les taux de transition entre états de marche
sont supposés constants. Par ailleurs, le systéme tombe en panne au bout d’un temps
presque sGrement fini : si 7" désigne la premiére durée de fonctionnement du systéme, on a
P; (T < +00) = 1 pour tout 1 < i < m. La réparation commence dés que le systéme tombe
en panne. Si ce n'est pas le cas, le temps d’attente avant que la réparation proprement
dite ne commence est alors pris en compte dans la durée de la réparation (c’est d’ailleurs
le cas dans toute la theése). La réparation a une durée aléatoire supposée indépendante
de I’évolution du systéme antérieure a la panne. Lorsque le systéme est dans 1’état de
panne m + k (1 < k < p) et que la réparation remet le systéme dans 1’état de marche 7
(1 <i < m), sa durée a la méme loi (quelconque) qu’une certaine variable aléatoire Ry, ;
de moyenne finie E (R y1,:). On convient de poser E (Ry,45,) = 0 lorsque les redémarrages
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1.3 Etude de la loi de redémarrage optimale aprés réparation 25

dans I’état de marche 7 sont impossibles a partir de I’état de panne m + k. (Cette valeur
est arbitraire et n’intervient pas dans les calculs). On note alors E (R, ) la matrice de
type (p,m) formée par les B (Ryqp.)-

L’état de marche dans lequel le systéme redémarre aprés une réparation est supposé
indépendant de 1’évolution antérieure du systéme. En particulier, il est indépendant de
I’état de panne dans lequel le systéme se trouve au moment de la réparation. Pour ¢ €
{1,...,m}, on note alors Dp(7) la probabilité que le systéme soit dans 1’état ¢ aprés une
réparation et on appelle ”loi de redémarrage” (aprés réparation) le vecteur de probabilité
Dr=(Dr(1),Dr(2),...,Dgr(m)) sur {1,...,m}.

Remarquons que cette hypothése selon laquelle le méme vecteur Dy contréle les re-
démarrages aprés n'importe quelle réparation, entraine l’existence d’au moins un état de
marche qui puisse étre atteint par réparation depuis n’importe quel état de panne. La loi
de redémarrage Dpg est en effet clairement portée par ’ensemble formé de ces états. Par
ailleurs, quitte & renuméroter les états de marche, on peut supposer que ces états sont
numérotés de 1 a mg (1 < mg < m). Une loi de redémarrage possible pour le systeéme
(du moins d’un point de vue théorique) est alors une probabilité sur {1, ...,m}, portée par
{1, ceey Tno}.

Remarquons que, si le systéme est formé de composants tous réparables, il existe au
moins un état atteignable par réparation depuis n’importe quel état de panne : I'état de
marche parfaite. En revanche, il est clair que cela peut tout a fait étre le seul et qu’il n’y a,
dans ce cas, guére de choix pour Dg. On pourra par exemple penser au cas d’un systéme
2 sur 3 formé de trois composants réparables A, B et C. Ce systéme posséde quatre états
de marche (ABC, ABC, ABC et ABC, avec des notations évidentes) et trois états de
panne (ABC, ABC et ABC). Pourtant, I’état de marche parfaite ABC est ici le seul qui
soit atteignable depuis n’importe quel état de panne.

Nous donnons maintenant quelques notations.
On note ainsi (X7),~, le processus décrivant I’évolution de ce systéme jusqu’a la pre-
miére panne, les états de panne étant rendu absorbants :

¥ état du systeme sit <T,
T mAi sit>T.

(X{) est un processus de Markov. Sa matrice génératrice est notée A'.
La matrice A’ est découpée de la facon suivante :

Al | Ay
A= < 0P | PP >

ou A; représente la matrice A’ tronquée a 'ordre m (A1 = (ai7'7)1<i_j<m) et Ay est la

1§i§p,m+1§i§m+p) :

Afin d’utiliser les résultats du paragraphe 1.2, on introduit aussi le processus (X/') o
I'on a agrégé les p états de panne : les états m + 1 a m + p étant absorbants, on pose
Wopry = S ik et a; ; = a;; pour 1 < i,j < m. On obtient alors un nouveau
processus (X}'), a valeurs dans {1,...,m + 1}.

De la méme fagon que dans le paragraphe 1.2, on définit aussi la matrice g telle que
Gij = foﬁx P, (i,7)dt, ou P, (i,5) =P; (X] = j) =P (X{ = j), pour tous 4,5 € {1,...,m}.
Rappelons que, d’apres le théoréme 4.25 de [35] par exemple, on sait que g = —A{].

Si nous nous intéressons maintenant a la succession des instants de redémarrages du

sous-matrice de A’ formée par les taux de panne (Ag = (a; ;)
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systéme aprés réparation, le processus décrivant I’évolution du systéme (non tronqué a
I'instant T') apparait comme un processus semi-régénératif. En effet, a chaque redémarrage
aprés réparation, le systéme ”oublie son passé” et son évolution ultérieure ne dépend que
de létat de marche dans lequel le systéme redémarre. Pour i € {1,...,m}, on note alors
E; (T) la durée moyenne de bon fonctionnement sur un cycle commencgant dans ’état i et
E; (Rép) la durée moyenne de la réparation qui a lieu a la fin de ce méme cycle. On note

El (T) E1 (Rép)
aussi Ee (T') = Ex (T) ot m _ Eo (Rép)
B (T) B, (Rép)

Enfin, pour tout n € N*, 1™ et 0" désignent respectivement les vecteurs colonnes
d’ordre n ne comportant que des 1 et des 0.

1.3.2 Calcul de la disponibilité asymptotique

Nous commencons ici par calculer la disponibilité asymptotique (asymptotic availability
en anglais), tout d’abord dans le cas général, puis dans quelques cas particuliers.

1.3.2.1 Cas général

Proposition 1.20 La disponibilité asymptotique du systéme existe et se met sous la forme
Aco (Dr) =

1
TTa0 (Dr) avec

DgE. (Rép) DrgA:E(R..) (‘Dg)
DyrEa (T) Dggl™ ’

oo (DR) = (1.16)

ot 'Dpg désigne le vecteur colonne transposé de Dp.

Démonstration. L’existence et le calcul de la disponibilité asymptotique reposent sur
le caractére semi-régénératif du processus décrivant I’évolution du systéme (cf la fin du
§1.3.1). Ce processus est noté (Z;). Remarquons tout d’abord que, quitte a restreindre
lespace d’¢tats a C = {i € {1,...,m} tel que Dg (i) > 0}, on peut supposer la chaine
de Markov associée a (Z;) irréductible. De plus, il est clair que les longueurs des cycles
de (Z;) ne sont pas arithmétiques. Notons maintenant v la loi stationnaire de la chaine
de Markov associée a (Z;) et Ty le premier instant de "semi-renouvellement” du systéme
(Th = 0). Les théorémes généraux sur les processus semi-régénératifs (cf [18] ou [2] par
exemple) nous permettent alors d’affirmer que si ", .~ vEy (T71) < 400, la disponibilité
asymptotique du systéme maintenu existe et vaut :

Ax (Dg) =

> kec Vel (T1)
> kec ViBi (1) B 1
> wec Vi (Bi (T) + Bi (Rép)) 14 aoo (Dr)

avec

a (DR) _ ZkEC VkEk (Rép)
> kec VeEx (T)
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1.3 Etude de la loi de redémarrage optimale aprés réparation 27

Par ailleurs, les redémarrages se faisant suivant la loi Dg, on a clairement v = Dgp.
Comme C est le support de Dg, on obtient :

> iy Dr (k) By (Bép) _ DrEa (Rép)
> i1 Dr (k) Ey (T) DgE. (T)

x (Dr) =

Exprimons maintenant E, (T) et Eqs (Rép) en fonction de g.
On a clairement E; (T) = 0 PP (T >t)dt = ;;roo Soity Pr(d, ) dt = Y70 gij, pour
tout i € {1,...,m}. On en déduit que B, (T) = g1™.

De plus,
p
i(Rép)=> P (Xp- =m+k)Ei (Rép [Xp- =m+k). (1.17)
3°r (= 8) 5. (1 /=)
Par ailleurs,
m toc
IP; (XT( :m"‘k) = Z/o Py (i, §) ajm+rdt = ZQ7Ja7m+k
j=1"
= (9A2) (i,m + k)
et
E; (Rép/X . :m—i—k> - ZE (RPp/XTf —m+ kN X, —J>]P>,»(XT1 -
j=1
= Y E(Rmikg) D (i) = (B(Res) (‘Dr) ) (m+ k).
j=1

En remplacant dans (1.17), on obtient alors Fae (Rép) = gAsF (Re4) (*Dg).
On en déduit immeédiatement la formule annoncée. B

Nous donnons maintenant I'expression de la disponibilité asymptotique dans quelques
cas particuliers.

1.3.2.2 Cas o1l les durées de réparation ne dépendent pas de 1’état de redé-
marrage

En général, la réparation est bien str d’autant plus longue que la réparation est com-
pléte. Malgré tout, on peut, dans certains cas, considérer que les durées de réparation ne
dépendent pas de I’état de marche dans lequel le systéme redémarre aprés réparation.

On peut par exemple penser au cas ol la durée de la réparation proprement dite
est négligeable devant le temps d’attente des réparateurs aprés qu’on les ait appelés ou
négligeable devant le temps nécessaire au redémarrage du systéme apreés la panne. Ce sera
aussi le cas lorsque les durées de réparation de certains composants indispensables au bon
fonctionnement du systéme sont grandes par rapport aux durées de réparation des autres
composants.

Supposons donc que les durées de réparation soient indépendantes de [’état du systéme
apres réparation. La durée moyenne de la réparation associée a I’état de panne m + k est
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28 Chapitre 1. Optimisation de la maintenance corrective d’un systéme

alors notée E (Rp,4x). E(Rs) désigne le vecteur colonne d’ordre p formé par les E (R, 1)
pour 1 <k <p.
Avec ces notations, as (Dg) se met alors sous la forme

DrgAsE (R,
Uoo (DR) — R;})R—ijlni ) .

Démonstration. Nous partons de la formule générale (1.16) en observant qu'ici E (Re o) =
E(R,).1V™, on 11™ désigne le vecteur ligne d’ordre m ou1 il n’y a que des 1. On obtient
alors :

DRgAQE (R.).il"m (tDR>
DRgim

DrgAsE (R.)
Drgl™

Uoo (DR) =

car 1™ (tDR) =1. N

1.3.2.3 Cas ou la durée de la réparation ne dépend pas de 1’état de panne

Contrairement au cas précédent, la durée de la réparation peut ne dépendre que de
I’état dans lequel le systéme redémarre aprés réparation et étre indépendant de 1'état
de panne. (C’est par exemple le cas lorsque les durées de réparation des composants
indispensables au bon fonctionnement du systéme sont négligeables devant les durées de
réparation des autres composants). Dans ce cas, on peut remarquer que E (R, re) =
E (Rm+1.), pour tout 1 <k < p, ot E(Ry1k4) désigne la k-ieme ligne de E (Ra.).

ax (DR) se met alors sous la forme

E (Bm+1,) ("DR) |

Qoo (DR) = DRgim

Remarquons que cette formule peut aussi étre appliquée lorsqu’il n’y a qu’'un seul état
de panne.
Démonstration. En remarquant que E (Reo) = 1?7 X E(Rim41.6) et en remplagant dans
(1.16), on obtient ici

. DRgAQip x [ (Rm+]7.) (tDR)
- DRgim

ase (D) (1.18)

Par ailleurs, comme A’ est une matrice génératrice, on a nécessairement Aq1™+ A1P =

On en déduit gA11™ + gAg1P = 0™,
Comme g = fAfl, on obtient alors

gAs1P =1, (1.19)
En remplagant dans (1.18), on a maintenant

DRim x B (Rm+]7.) (tDR)
DRgim
E (Rm+1,-) (tDR) u
DRgim .

Uoo (DR) =
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1.3 Etude de la loi de redémarrage optimale aprés réparation 29

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la disponibilité asymptotique de notre
systéme. Cela nous permet d’aborder notre probléme principal dans le paragraphe suivant,
a savoir Iexistence et la recherche d’une loi de redémarrage optimale, c’est-a-dire telle que
la disponibilité asymptotique soit maximale.

1.3.3 Restriction aux lois de redémarrage du type §;

Grace a des arguments de type continuité sur un compact, il est tout d’abord facile de
voir qu’il existe au moins une loi de redémarrage optimale parmi les probabilités Dp sur
{1,...,m} portées par {1,...,mp}.

Une question naturelle est alors de se demander si la loi optimale de redémarrage (ou
du moins 'une des lois optimales) correspond ou non au redémarrage dans un état ig fixé.

Plus précisément, notons 6; la masse de Dirac en ¢ pour 1 < i < mg. Avec cette
notation, Dg = §; signifie alors que le systéme redémarre dans I’état ¢ aprés une réparation.
L’ensemble {A (6;) /1 < i < myp} étant fini, il admet clairement un plus grand élément.
Notons 29 I'un de ses arguments. Le redémarrage dans 1’état ig est donc le meilleur parmi
tous les redémarrages dans un état ¢ (non aléatoire). En d’autres termes, ¢;, est la loi de
redémarrage optimale parmi les §; pour 1 < i < mg. Notre probléme est alors de voir si
0, est encore optimale parmi toutes les lois Dp.

Les exemples 1.23 et 1.24 ci-dessous (aprés le théoréme 1.21) montrent qu’en
général il n’en est rien.

Le théoréme 1.21 nous donne alors des conditions pour qu’il en soit ainsi, ¢’est-a-
dire pour que 6;, soit optimale parmi toutes les lois de redémarrages Dg possibles. Les
conditions données par ce théoréme sont ensuite testées sur les exemples 1.23 et 1.24.

Théoréme 1.21 Soient (H1), (H2), (Hs3) les hypothéses suivantes :

(Hy) La durée de la réparation ne dépend pas de ’état de panne (cas du §1.3.2.3).

(H2) (B(Rpyki) —E (Rm,Jrk,],?;))KKmo est indépendante de i pour 2 < k < p fixé (ce qui
est vrai en particulier si B (Rm4k,) ne dépend pas de i, cas du §1.3.2.2).

(Hs) (B (Rm+k,i) — E(Rmtk-1,0))1<icm, € (3. (gA2) (i,m + l)>1§i§mg sont monotones
par rapport o i (pour tout 2 < k < p fixé) de sens contraire de monotonie.

Si l'une des hypothéses (Hy), (Ha) ou (Hs) est réalisée, il existe une loi optimale de
redémarrage aprés réparation du type masse de Dirac.

Plus précisément, soit 1 < iy < myg tel que Ax (8iy) = Maxi<i<mg Aoo (6i).

On a alors : Aso (DR) < A (8i,) pour toute loi Dg sur {1, ...,m} portée par{1,...,mp}.

Remarque 1.22 (Hy) et (Hs) ne requiérent aucune propriété de monotonie de A1 ou de
Ay. En ce qui concerne (Hg), rappelons que X— représente I'état de premiére panne du
1

systéme. Pour 1 < k < p, >V, (gAs) (i,m +1) représente alors P, (XTf >m+ k’) La
L —K 1

croissance (par exemple) de ( P (gA2) (i,m + l))1<i<m0 signifie donc que, si le systéme
part de Xog = i, U'état de premiére panne est stochastiquement inférieur o celui obtenu
lorsque le systéme part de Xog = i + 1. Si les états sont classés par ordre de dégradation
croissante, cela signifie que le systéme est dans un état de panne ”stochastiquement” plus
dégradé lorsqu’il part de © que lorsqu’il part de i + 1.

Démonstration.

Sous Uhypotheése (Hy) :

Y E(Rpmga) Dr (1) _ 2.imh Dr () Bi (T) ace (8) > oo (04y)

(oo (DR) S0 Dy (i) By (1) Y DR (1) E; (T)
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car aoe (6;) > aso (8i,) pour tout 1 < <.

Dans le cas général :
Posons M = gAsE (R ).

(o (DR) s'écrit alors :

DM (tD
Goc (DR) ( )
DRE. (T)
De plus,
DrM ("Dg)
mg Mg
S S ACIAAY
i=1 j=1
mgo Mo P
= ZZDR DR Z C]AQ ’L m‘i‘]{?) (an,+k,j)
i=1 j=1 k=1
mgo Mo p
= Y D Dr()Dr()D (gA2) (i,m + k) B (R i)
i=1 j=1 k=1
mg Mo p
+ZZDR( Z (9A2) (i,m + k) (B (Rmik,j) — B (Bmtk,i))
i=1 j=1 k=1

en écrivant B (Ryyk ) = B (Rmqk,i) + (B (Rpik ) — E (Rmgri))-

Posons

mo Mo D
C=Y"S"Dr)Dr() > (942) i, m + k) (B (Rminj) — B (Rmii)) -
i=1 j=1 k=1

DrM (tDR) se met alors sous la forme

mg
(9As2) (i,m + k) B (Rpx,) + C (car Y D (j) =1)
k=1 Jj=1

M@

mg

DRM ('Dr) = > Dg(i)
i=1

= ZDR(i)MZ»_ijC.

Remarquons tout d’abord que, si C' > (0, on conclut facilement, de la méme fagon
que dans le cas (Hy). En effet, si C > 0, on alors

Zmo rR(1) Mz 3" Dp (i) as (6:) B (T)

! o T S > s (65,) -
( ) () ( ) TO]DR(Z)E7<Z) Oc(io)
Notre probleme est donc de donner des conditions suffisantes sous lesquelles C est
positive.

Transformons pour cela ’écriture de C.
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En distinguant suivant que ¢ < j ou que 7 > j, on obtient :

C = Y Y Dgr(i)D

o~
o,
S’
ME

(9A2) (i,m + k) (B (Rm+k,j) — B (Bmiki)

1<i< j<mg k=1
p
+ 3 " Drli) D) Y (942) (ism + k) (B (Brsis) = B (Bsr)
1<j< i<myg k=1
p .
(gA2) +k As) (j,m—+k)) x
- Y Y pe@D Z[ C]le )) (C]JE(QI}?(,]@)) ))
1<j< i<mg —1 Bk, j mtk,i

en échangeant ¢ et j dans la premiére double somme.

Par ailleurs, si a1, aa, ...ap, b1, ba, ..., by sont des réels, on a
p p 4 P

Zakbk = Z((]k —ak,1)251+a1 Zb[ (120)
k=1 k=2 =k =1

En posant ay, = E (Rp1r ;) — B (Rpmtri) et by = (gA2) (i, m+ k) — (gA2) (j,m+ k),
on obtient :

B

((9A2) (i,m + k) — (gA2) (j, m + k) (E (Rptk,5) — B (Rm,i))

bl
Il

1

I
)=

( (B (Bimkj) — B (Rutki) — (B (Rntr-15) — B (Ruik-14))] X >
>0k (gA2) (5, m + 1) — Y77, (gA2) (,m + 1))

(B(Bmi15) =B (Bmi1)) Y ((942) (i,m +1) — (gA2) (j,m +1))
=1

bl
Il

2

+

De plus, d’apres (1.19), >-7_, (gA2) (i,m+ k) = 1 pour tout 1 < i < my.

On en déduit Zle ((gA2) (i,m +1) — (gA2) (j,m+1)) =0

et
P [ (B (Bmtk,j) — B (Bmtri)) y
C=> > Dr(i)Dr(i)>_ — (B (Rmsk-15) — B (Rmik-14))
1<j< i<myg k=2 \ [D0, (gA2) (i,m+1) =31, (gA2) (j,m +1)]

Supposons maintenant que (Hsg) est vérifiée.

On a alors

(B (Bmikj) — B (Bmaki) = (B(Rugk-1;) — B (Rmnyk 1))
E (Bimrkg) — B(Boik—13) — (B (Bmiri) — B (Bmir—1,))
= 0 pour tous 1 < 7 < i < my.

C' est donc nulle et on a bien la propriété désirée.

Plagons-nous maintenant dans le cas général.
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Dans ce cas, C est clairement positive dés que

>0

2 (E(Romng) — B(Runie1) — (B (Rogni) — B(Rip14))] X
> )

k—2 [ f:k (gAQ) (7 m + l) - Z?:k (QAQ) (], m + l)}

pour tous 1 < j <7 < mg.

En particulier, C est positive dés que

(B (Bmtki) — BE(Bmir-1.4) — B (Bmtks) — BE(Bmir-15))]
et

p

> (gAs) Gm+1) =Y (gh2) (ym +1)

=k I=k

ont des signes contraires pour tous 2 <k <pet 1 <j <1 < my.

En d’autres termes, C est positive dés que (B (Rpik,i) fE(Rm+k,17i))1§i§m0 et
( Y (gA2) (i,m + l))1<7,<m0 sont monotones, de sens contraire de monotonie, c’est-

a-dire deés que (Hz) est vérifice. B

Nous testons maintenant les conditions données par le théoréme 1.21 sur deux
exemples.

Exemple 1.23 On considére un systéme formé de trois composants A, B et C, de tauz
de panne constants notés respectivement A4, A et Ao. Le composant A a un taux de
réparation constant noté 4. Le composant A et le sous-systéme formé des composants B
et C en série sont en redondance passive (cf schéma) : le composant A est normalement
en fonctionnement, le sous-systéme en attente. Lorsque le composant A tombe en panne,
le sous-systéme prend le relais. La probabilité que le composant B "démarre” est vg. Le
composant C 7démarre” toujours.

On note 1 l’état de marche parfaite (A fonctionne, B et C sont en attente, 1 =
A(BQC),), 2 I'état de marche o A est en panne, B et C fonctionnent (2 = ABC).

Il y a deux états de panne : 3 = ABC et 4 = ABC, qui conduisent tous deuz auz deux
états de marche, par réparation (mg=2).

On a alors :

A = —Aa YAA Ay — (I—9)Aa O
pa  —(pa+As+Ac) )’ AB Ac )

Numériquement, on prend Aqp =3, Ap =1, Ao =15, 75 = 0.7, puy = 20.
522 4
On obtient ainsi gAg = < 8.218; 86212
( P (gA2) (i.m + l)>1§i§m0 est croissante par rapport a 1.
Nous prenons Dg de la forme Dg = |a,1—a] avec a € [0,1] et on trace la disponibilité
asymptotique en fonction de a pour différentes valeurs des durées moyennes de réparation.

> et nous sommes dans le cas ou
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Remarquons que B (Rs 1) correspond aux réparations des composants A et B, E (Rs o)
a celle de B, E(Ryq 1) a celle de A et C, E(Ry2) a celle de C. La réparation de A est
supposée plus rapide lorsque le systéme est arrété que lorsqu’il est en marche.

1. Dans le premier cas, la réparation de chacun des composants dure en moyenne .01
lorsque le systéme est arrété, les réparations étant faites simultanément. On a alors

— 0.01 0.01 .
E(Res) = < 0.01 0.0 > et on obtient :

_ Disponibilit¢ Asymptotique

05
a

Nous sommes dans le cas o (B (Rmqkt1,) — B(Rmaki)) <<, €5t indépendante de
i pour tout k et le cas (Hs) du théoréme 1.21 s’applique. As (DRg) est optimale
pour Dp = 61 (Ax (61) =~ 0.9830).

2. Nous prenons maintenant les mémes hypothéses mis a part le fait que l'on ne peut
plus réparer A et B simultanément.

0.02 0.01

On a alors E(Ree) = < 0.01 0.01

> et on obtient :

N D\sponibilitce' Asymptotique

a

Nous sommes dans le cas ot (E (Rpikt1,:) — B (Rmiki))i<icp, CT00t en fonction de
i pour tout k (et (Hs) m'est pas vérifiée). La disponibilité asymptotique maximale
n'est atteinte ni en 61, ni en Ha.

Aso (61) ~ 0.9721, Ao (62) ~ 0.9743,
Dg,, =~ [0.73,0.27), Ax (Dg,,,) ~ 0.9746.

2

3. Dans le dernier cas, A et B sont réparés simultanément, mais pas A et C. On
a changé un tout petit peu les valeurs numériques pour “creuser” un peu plus la
courbe.

—_—— < 0.015 0.015

Pour E (Ree) = 0.025  0.01 >, on obtient :
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D\sponibliite’ Asymptotique,

nnnnn
3

Nous sommes dans le cas ot (B (Rmiki14) — B (Rmiki))

05
a

1<i<m décroit en fonction

de i pour tout k et le cas (Hs) du théoréme 1.21 s’applique. As (DRr) est optimale
pour D = 69 (As (62) =~ 0.9678).

Exemple 1.24 On considére un systéme formé de trois composants A, B et C, de tauz de
panne constants notés respectivement A s, Ag et Ao, non réparables pendant que le systéme
fonctionne. Le composant A est en série avec le sous-systéme formé par les composants B
et C en paralléle (cf schéma). La panne de A entraine la panne de B et de C.

e

)

C

On note 1 = ABC, 2 = ABC, 3 = ABC les états de marche et 4 = ABC, 5 = ABC
les étatde panne. Notons que les deur états de panne conduisent, par réparation, aux trois
états de marche (mg = 3).

—(Aa+ A+ Ac) Ac AB 0 A4
A= 0 —(Aa+ ) 0 ,As= | A A4
0 0 — (A4 +A0) Ao Aa

1. On peut réparer en méme temps les composants B et C, ainsi que les composants
A et C, mais pas les composants A et B. Les durées moyennes de réparation des
composants A, B et C valent respectivement 0.009, 0.005, 0.006. On obtient ainsi :

et nous sommes dans le cas ot (E(R5,;) —E (Ra4,))

0.006 0.005 0.006
B (Ras) = < 0.015 0.014 0.009>

1<i<mg décroit avec 1.

On prend par ailleurs

Ag = 2.105: \p = 2.1; A¢ = 3.5.

0.6030

On obtient ((gA2) (7,5))1<;<3 = | 0.5006 | et nous sommes dans le cas o

0.3756

(31 (gA2) (4, m + l))1<i<m0 décroit avec 1.

(Hs) n’est donc pas vérifiée.

Pour Dp = [a,b,1 — a — b], on obtient :
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o
©
=3
@

0.9625 .-

0.962

0.9615

Disponibilité Asymptotique

N

La disponibilité est optimale pour

DY = [0.445,0,0.555]
et A% = 0.9630.

De plus, Axo (61) = Ax (02) = Ao (63) = 0.9616.

Ici, 61, 09, O3 correspondent & des minima de Axe.

2. On peut réparer en méme temps les composants A et B, mais pas les composants B
et C, ni les composants A et C. Les durées moyennes de réparation des composants
A, B et C wvalent respectivement 0.02, 0.02, 0.001.

On obtient ainsi

0.021 0.02 0.001
E(R"‘)<0.021 0.02 0.021>

et nous sommes dans le cas ot (E(Rs,) —E (Ra,)) croit avec 1.

1<i<myg
On prend par ailleurs Ay = 5; Ap = 1; Ao = 4.
(0.8889

On obtient ((gAs2) (7,5))1<;<3 = | 0.8333 | et nous sommes dans le cas o
o 0.5556

(>, (gA2) (i,m + l)>l<i<m,0 décroit avec i.
(H3) est donc vérifiée.

Pour Dp = [a,b,1 — a — b], on obtient :
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La disponibilité est optimale pour Dr = 03 et

Ace (61) = 0.8944, Age (62) ~ 0.8929, A (63) =~ 0.9017.

1.3.4 Comparaison de différentes lois de redémarrage

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que la loi optimale de redémarrage ne
peut pas toujours étre recherchée parmi les §;. Ainsi, lorsqu’aucune des trois hypothéses
du théoréme 1.21 n’est vérifiée, nous sommes obligés d’effectuer une recherche sur toutes
les lois de redémarrages Dg possibles. Ceci nous améne alors & rechercher des conditions
sous lesquelles on peut affirmer que A (Dg,) > Ao (Dg,). Nous regardons tout d’abord
les mémes cas particuliers qu’au paragraphe 1.3.2 (§1.3.2.2 et §1.3.2.3). En effet, bien
que nous sachions déja, dans ces deux cas, que la loi de redémarrage optimale est I'une des
6; (1 <i<mg) (cf théoréme 1.21), il peut arriver, en pratique, que toutes les lois de
redémarrage ne soient pas possibles (par exemple parce qu’il n’y a plus assez de composants
en stock ou qu’il manque un réparateur). Dans ce cas, il peut étre intéressant de savoir
comparer A (Dpg,) et Ao (Dp,). Par ailleurs, cela permet de comprendre un peu mieux
le probléme avant d’aborder le cas général.

1.3.4.1 Cas o1 les durées de réparation ne dépendent pas de 1’état de redé-
marrage

Nous supposons ici que les durées de réparation E (R, 1k;) ne dépendent pas de 'état
de redémarrage 7 (cas du §1.3.2.2). Comme nous I'avons indiqué dans l'introduction, nous
montrons ici que, si les états sont rangés par ordre de ”dégradation croissante” et si le
systéme se "détériore” en fonctionnant, la disponibilité asymptotique est d’autant plus
grande que la réparation est compléte, c’est-a-dire que Ao (Dpg,) > Ao (Dg,) lorsque
Dp, est plus petit que Dgp,.

Pour traduire le fait que les états de marche sont classés par ordre de dégradation
croissante, nous supposons que le taux de panne ”"global” associé a 1’état <, Z§:1 i m+j
croit avec i pour 7 € {1, ...,m}. Nous supposons aussi que la durée moyenne de la réparation
qui suit une panne dans I’état ¢ croit avec 7. Si ’on convient qu’un vecteur réel est croissant

(respectivement décroissant) si et seulement si ses coordonnées sont rangées par ordre
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croissant (respectivement décroissant), ces deux hypothéses se traduisent respectivement

par la croissance des vecteurs As1” et AoE (R,).

Pour traduire le fait que le systéme se ”détériore” en fonctionnant, nous supposons
que le processus décrivant 1’évolution du systéme en marche (X}') est rh-monotone, de
matrice génératrice triangulaire supérieure. En d’autres termes, nous supposons que (X/')
est un processus de type (7).

Enfin, pour traduire le fait que Dp, est plus petit que Dpg,, nous utilisons 'ordre rh
et nous supposons que Dp, <,p, Dp,.

Enoncons maintenant notre résultat.

Théoréme 1.25 Supposons que :

(Hy) A9E (R.) est croissant,

(Hs) (X}') est un processus de type (T) (c’est-a-dire, A21P est un vecteur croissant et Ay
est triangulaire supérieure telle que a; j; < a;14, pourl <i <m—1eti+2 <j<m).

Alors, pour toutes lois Dg, et Dy, sur {1,....,m}, portées par {1,....,mp} :
DR1 =<rh DRQ - AOC (DR1) > AOO (DRQ) .

En particulier, la suite (Acc (0i))1<jcpm, €5t décroissante et la disponibilité asymptotique
est optimale lorsque l’on répare complétement le systéme, c’est-a-dire :

Ao (DR) < A (61), pour toute loi D sur {1,...,m}, portée par {1,...,mg}.

Démonstration. as (Dg,) se met ici sous la forme :

527 (Dryg) (i) (2B (Ra)) ()
> (Dr,g) (1)

(X{') étant un processus de type (T), la proposition 1.18 entraine que gu € TP2 et
u tgu > 0. On utilise alors le corollaire 1.10 avec D, et Dg, (tels que Dg, <. Dg,)
et on en déduit que < Ding > u € TP2.
Dr,g
On peut ensuite appliquer la proposition 1.11 avec V), = Dg,g, Vo = Dpg,g, U =
AsE (Re) et W = 1™ (grace a (Hy)).
On en déduit que

aoc (DR, ) = (cf §1.3.2.2).

DR1gA2 - (RO) < DRQ.C]AQ - (R')
DR1glm o DRgglm ’

ou encore
Qoc (DR1) < o (DRQ) :

La derniére remarque en découle immédiatement car §; <., §;41 pour tout 1 <i <mg
et 61 <qn Dpg, pour tout Dp. B

Nous donnons maintenant deux exemples qui montrent que 'ordre stochastique usuel
ne convient ni pour décrire le phénoméne de vieillissement de notre systéme, ni pour
mesurer le degré d’achévement de la réparation (du moins pour avoir la propriété souhai-
tée, & savoir qu'un systéme vieillissant est d’autant plus disponible que la réparation est
compléte).
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Exemple 1.26 On considére un systéme formé de quatre composants A, B, C et D,
de tauz de panne constants notés respectivement Aa, Ap, Ao et Ap. Les composants ne
sont pas réparables pendant que le systéme fonctionne. Le composant A et le sous-systéme
formé des composants B, C et D (cf schéma) sont en redondance passive : le composant
A est normalement en fonctionnement, le sous-systéme en attente. Lorsque le composant
A tombe en panne, le sous-systéme prend le relais. La probabilité que le composant C
"démarre” est yo. Les composants B et D "démarrent” toujours.

- g

Les états de marche sont : 1 = A(BCD),, 2 = ABCD, 3= ABCD, 4 = ABCD, les
états de panne : 5 = ABCD, 6 = ABCD, 7= ABCD, 8 = ABCD. Les quatre états de
panne conduisent tous aux deux premiers états de marche par réparation (mg = 2).

A Yo 0 A (1 - 70)
A = 0 —()\B+)\C+)\D) AD Ao
= 0 0 ~ (A +A\o) 0 ’
0 0 0 — (A +Ap)
0O 0 0 0
B Ag 0 0 0
Az = Ag Ac O

0 0 Ap Ap

On prend A\c < Ap et As1P est alors croissant.

De plus, on prend Aa (1 —vo) < Ao + Ap et le processus agrégé (X{') est alors
stochastiquement monotone. (On est méme dans le cas ot Ay est triangulaire supé-
rieure).

Il n’y a qu’un seul réparateur et la durée de réparation de A est négligeable devant les
autres. La durée moyenne de réparation ne dépend alors pas de l’état dans lequel le systéme
redémarre aprés une réparation (état 1 ou 2).

Numériquement, on prend :

=1, 2A5=08 Ao=0.1, Ap =0.1 et vo = 0.1.

La durée moyenne de réparation de B (respectivement C, D) est 0.001 (respectivement
0.1, 0.01). On obtient ainsi E(Rs) = 0.001, E(Rg) = 0.011, E(R;) = 0.11 et E(Rg) =
0.101.

De plus,

0
0.0008
0.0198
0.0918

AE(R,) =

et AJE (R,) est un vecteur croissant (Hy).
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On obtient

Ax (61) = 0.9580 < A (62) = 0.9893.
Le mieux est ici de ne pas réparer le composant A (et donc de ne pas l'installer).

On déduit de cet exemple que, sous I'’hypothése A;1P est un vecteur croissant et
(Hy), 'hypothese ”(X/') est stochastiquement monotone” est insuffisante pour conclure
que A (61) > Ao (62) (méme si A; est triangulaire supérieure).

Par ailleurs, si Ir représente le rapport de vraisemblance (likelihood ratio en anglais)
et hr le taux de hasard (hazard rate en anglais), rappelons que lordre selon Ir est le
plus fort parmi les ordres selon lr, hr, rh, sto (et bon nombre d’autres, voir [46] ou
48] par exemple). Pourtant, dans 'exemple précédent, méme Dpg, —<;- Dp, n’entraine
pas Ao (Dgr,) > Ax (Dg,) (car 61 <j 62). On en déduit que, comme annoncé dans

Iintroduction, le vieillissement du systéme doit étre traduit & ’aide d’un ordre plus fort
que 'ordre stochastique usuel.

Exemple 1.27 On considére un systéme formé de quatre composants A, B, C et D, de
tauz de panne constants notés respectivement g, Ag, Ac et Ap. Les composants ne sont
pas réparables pendant que le systéme fonctionne. Le composant A, le composant B et
le sous-systéme formé des composants C et D en série (cf schéma) sont en redondance
passive : le composant A est normalement en fonctionnement. Lorsque le composant A
tombe en panne, le composant B prend le relai avec une probabilité de démarrage égale
& vg. Lorsque le composant B tombe en panne (ou qu’il n’a pas réussi & démarrer), le
sous-systéme formé des composants C' et D prend le relai. La probabilité que le composant
C (respectivement D) "démarre” est yo (respectivement yp, ).

e

us)

]
A

Les états de marche sont : 1 = AB, (CD),, 2= AB(CD),, 3= ABCD, les états de

panne : 4 = ABCD, 5 = ABCD, 6 = ABCD. Les trois états de panne conduisent tous
auz trois états de marche par réparation (mg=m = 3).

~Aa Aavg Aa(l—vB)verp

A = 0 —XAg ABYCYD ;
0 0 — (Ac+Ap)
Aa (1 —vp) % Aa(1—vp) x Ap(1—vp) x
Ay — < (I=v¢)7p > < Yo (I =7p) > <(1—70)(1—7D)>
A (1 =)o Apve (1 —7p) Ap(1—7¢) (1 —p)
Ac AD 0

La encore, il n’y a qu’un seul réparateur et les durées de réparation de A et de B sont
négligeables devant celles de C' et de D. La durée moyenne de réparation ne dépend alors
que de ’état de panne dans lequel se trouve le systéme.
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Numériquement, on prend :

Aa =4, A=5.6, A0 =39, A\p =39, vg =03, ¢ =02 et yp = 0.4.

On obtient :
—4 1.2 0.224 0.896 0.336 1.344
A = 0 =56 0.448 |, Ay = 1.792 0.672 2.688
0 0 —-7.80 3.900 3.900 0
2.576
et AslP = 5.152
7.800

La durée moyenne de réparation de C (respectivement D) est 0.01 (respectivement
0.015). On obtient ainsi E(Ry) = 0.01, E(R5) = 0.015 et E(Rg) = 0.025 et

0.0476
AE(R,) = | 0.0952
0.0975

Les hypotheses (Hy) et (Hg) sont vérifiées.
On obtient :

Aso (61) = 0.9458, Age (62) = 0.9130 et Ano (83) = 0.9112

et on a bien Ax (1) > Axo (02) > Asc (63).
Prenons maintenant Dg, = [0.5,0.5,0] et Dg, = [0.5,0,0.5].

1l est facile de vérifier que Dg, <sto Dpr,, mais que l'on n'a pas Dr, <rn Dp,.
(En effet,

leczl Dk, (k) legzl Dk, (]{7)

Par ailleurs, on obtient

T Dy () She D)

Ase (D) = Ao (0.5,0.5,0) = 0.9332 < Ay (Dg,) = Aoe (0.5,0,0.5) = 0.9355.

On déduit de cet exemple que, méme sous (Hy) et (Hs), "Dg, <sto Dr,” est insuffisant
pour conclure que A (Dg,) > Ao (Dg,).

En conclusion de ce paragraphe, I'ordre stochastique usuel est donc insuffisant pour
notre probléme, aussi bien pour décrire le vieillissement du systéme que pour mesurer le
degré d’achévement de la réparation. L’ordre rh est, en revanche, tout a fait adapté.

1.3.4.2 Cas ou la durée de la réparation ne dépend pas de I’état de panne (cf
§1.3.2.3)

On se place ici dans le cas ol la durée de la réparation ne dépend que de I’état dans
lequel le systéme redémarre aprés réparation et est indépendant de 1’état de panne. Nous
donnons, 1a encore, des conditions sous lesquelles le systéme est d’autant plus disponible
que la réparation est compléte.

Proposition 1.28 Sous [’ hypothése :
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E m i
(Hs) (aoo (6:))1<icm, = (St

la disponibilité asymptotique est optimale lorsque 'on répare complétement le systéme
(c’est-a-dire, Aoy (DR) < Ao (61), pour toute loi Dg sur {1,...,m}, portée par {1,...,mp}).
Si, de plus,

) croissante,
1<i<mg

H7) (E(Rm+1. . est décroissante ou ((g1™) (i . est décroissante (vrai dés
+1,4//1<i<myq 1<i<mmg
que (X{') est stochastiquement monotone),

alors, pour toutes lois Dg, et Dg, sur {1,...,m}, portées par {1,....,mg} :
DR1 =rh DRQ — AOC (DR1) > AOO (DR2) .

Remarque 1.29 Remarquons que (Hz) est naturellement vérifiée lorsque les états de
marche sont classés par ordre de dégradation croissante.

Démonstration. Le premier point est évident car, d’aprés le théoréme 1.21, la loi de
redémarrage optimale est I'une des é; et (Hg) signifie que (Ao (6:))1 <<y, €5t décroissante.
En ce qui concerne le deuxiéme point, rappelons que

E(Bmi1e) ((Dri) _ 33" Diy () E (Rin1,)
DR].qim Z;iol DR1 (1) (qim) (Z)

On utilise alors la proposition 1.11 avec V' = Dg, (i), V.2 = Dg, (3), U; = E (Rmt1.4)
et W; = (g1™) (i) pour 1 <i < my, ce qui nous permet de conclure.

oo (DR1) =

(cf §1.3.2.3).

1.3.4.3 Cas général

Nous étudions maintenant le cas général.
Théoréme 1.30 Sous les hypothéses :

(Hg) ( P (gA2) (i.m + l)>1§i§m0 et (B (Rm+kﬂ'))1§k§p sont monotones, la premiére par
rapport & i, la seconde par rapport o k (pour tout 1 < i < myg firé), de méme sens
de monotonie,

E R'm N . P -
(Hy) <ﬁ> croissante par rapport o i, pour tout 1 < k < p, fizé,
: ) 1<i<mg

(Hyo) ((g1™) (i))lgigmg ou (E (Rm+k77;))1<i<m0 est décroissante par rapport a i, (la se-
conde pour tout 1 < k < p fizé). o

Alors, pour toutes lois Dg, et Dg, sur {1,...,m}, portées par {1,...,mg} :
DR1 ~rh DRQ - Aoc (DRl) Z Aoo (DRQ) . (121)

En particulier, la suite (Acc (0i))1<jcpm, €5t décroissante et la disponibilité asymptotique
est optimale lorsque l'on répare complétement le systéme, c’est-a-dire :

A (DR) < Ax (61), pour toute loi D sur {1,...,m}, portée par {1,...,mqg}.

Démonstration. Soient Dg, et Dg, telles que Dg, <, Dg,.

Rappelons que M = gAsE (R, ) et que

DRIJ\/f (tDR1> Z?io] (DR1gA2 (R%')) (1) DR1 (Z)

Dp ) = _ - _
aoo (D, ) Dp,glm Dp,gl™
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Posons U; = (DngAQE (R._,.)) (1) et W; = (g1™) (i) pour 1 < ¢ < my,.

Dr,U

(o (Dpg,) s’écrit alors ao (Dg,) = DR

Par ailleurs,

! E (B k)
2y Pt O B R

§IS

et, d’apres (Hy), (g;) croit par rapport a 4. De plus, U ou W est décroissant (Hg).

En utilisant la proposition 1.11, on obtient :

DrU _ DrU

D
o (D) = Dp,W ~ Dp,W

c’est-a-dire

Dp, M (tDRl) - Dp, M (tDR2)
Dngim o DRQQim

oo (DR,) = (1.22)

Par ailleurs, en utilisant (1.20) avec ap = E(Rpik,) et by = (gA2) (i, m+ k), on
obtient :

NE

M;; = (gA2) (i,m + k) E(Rpyyk,5)

T

—_

I
NE
WE

(B (Rmikj) — E(Rmyr—14)) > (9A2)(i,m+1)

Eod
Il
N

l

Il
Eal

M@

+
@

m+17 C]AQ 1 m+l)

=1

I
NE
)=

(B (Rm+kj) — B(Rmik-15)) ) (9A2) (i,m +1) + E(Rm+1,5)

Eod
Il
N

l

Il
Eal

car Y0 (gA) (iym +1) = 1 (cf (1.19)).
D’aprés (Hg), M; ; est alors croissant par rapport a i.

Comme l'ordre rh entraine l'ordre stochastique, on a, de plus, Dg, <st0 Dg,.
On en déduit

mo ™o
> Dr, (i) Mi; <) D, (i) M,
i=1 i=1
Puis, a l'aide de (1.22), on obtient

Dp, M (tDRl) - Dp, M (tDRQ)

D = — —
aOC( Rl) Dnglm o DRgglm

= Qo (DRQ) . .

Remarque 1.31 (Hy) et (Hio) sont de simples généralisations de (Hg) et (H7). De plus,
en classant les états de panne par ordre de dégradation, (B (Rm+k,i))1§k§p est en général
monotone. L’hypothése la plus restrictive est en fait (Hg), c’est-a-dire la monotonie de
( P (gA2) (i, m + l)>1<1:<m0‘ Rappelons qu’elle signifie que le systéme est dans un état
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de panne "stochastiquement” plus (ou moins) dégradé lorsqu’il part de i que lorsqu’il part
de i 4+ 1. Cette propriété n'est en fait pas nécessaire pour avoir (1.21), et elle n’est pas
toujours vérifiée, méme lorsque le processus est de type (T') et les états rangés par ordre

de dégradation croissante. Remarquons que, dans la démonstration précédente, nous avons
DR1A1<1D31) Dlew(tDBQ) ; 7 (t 7 (t

Br T S By (gT) PUis Dp,M (*Dp,) < Dp,M (*Dpg,). Cette
derniére inégalité nécessite la croissance de M; ; par rapport & i, ce qui nous conduit o (Hg).
D, (D)

choisi de montrer

On peut aussi procéder dans "autre sens” et montrer tout d’abord que

Dp,M(*Dg,)
Doy (i) PUis Dy M ("D, ) < Dp,M ("D, ). Le probléme est alors que cette de
inégalité nécessite la croissance de M;; par rapport & j, ou encore de B (R, ;) avec j,

ce qui ne parait guére raisonnable (sauf dans le cas ot B (R4 ;) ne dépend pas de j, cas

du § 1.8.4.1).
Nous testons ici les résultats du théoréme 1.30 sur un exemple.

Exemple 1.32 On considére un systéme de type 2 sur 4 formé par quatre composants
identiques et indépendants. Les composants ne sont pas réparables pendant que le systéme
fonctionne. Le systéme est soumis a un "mode commun” de tauz d’apparition A constant.
La probabilité qu’un composant tombe en panne lors de 'apparition du mode commun est
P (0 <p <1). On suppose ici que les défaillances des composants se produisent unique-
ment lors de Uapparition de ce mode commun.On a alors :

_p/ (2 o p/) <p/2 o 21)/ + 2) 4p/ (1 . p/)B 6p/2 (1 _ p/)Q

A = A 0 —p (p’2 —3p + 3) 3p’ (1 —p')2 ,
0 0 ' (2-p)
4p/3 (1 p/) p/4
Ay = A p2(1—yp) p?
2p/ (1 p/) p/Q

Onprend A =1, p=02 BT = (03 01 1),

(On peut par exemple imaginer qu’il y a trois réparateurs qui mettent en moyenne 0.1
unité de temps pour réparer un composant).

Il est facile de vérifier que toutes les hypotheéses (Hg), (Hg) et (Hig) sont vraies et on
obtient, pour Dg = |a,b,1 —a —b] :

Gg-’_ 0.98 ’

S 0978 “.’ | )

S B e S :

o || TR0
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La disponibilité asymptotique est optimale en 61.

Aco (81) 22 0.9798 > Ano (62) ~ 0.9769 > Au (63) ~ 0.9653.

1.3.5 Deux exemples ”classiques”

Nous terminons maintenant notre étude en considérant deux types de systémes clas-
siques en fiabilité : les systémes k sur n (§ 1.3.5.1) et les systémes formés de n composants
identiques en redondance passive (§ 1.3.5.2). Pour de tels systémes, nous recherchons,
d’une part, la loi optimale de redémarrage (c’est-a-dire ici le nombre de composants a
réparer lors d’une panne), d’autre part, le nombre de composants optimal & installer dans
le systéme (voir ci-dessous pour plus de détails). Notons que Barlow et Proschan ont déja
étudié ce type de probléme, & savoir I'optimisation du nombre de composants a installer
dans un systéme comportant des composants en paralléle ou en redondance passive, dans
le chapitre 6 de [6] (o1 ils donnent par ailleurs de nombreuses références sur le sujet). Leur
approche est en fait quelque peu différente. En effet, le premier probléme qu’ils consi-
dérent est 'optimisation de la fiabilité (qui ne fait pas intervenir de réparations) sous une
contrainte (du type cotit, poids, ...). Ils proposent dans ce cas un algorithme pour trouver
le nombre optimal de composants & installer. Le second probléme qu’ils considérent est
le cas d’un systéme pouvant subir deux types de panne : un premier type, qui est moins
probable lorsque 'on augmente le nombre de composants dans le systéme, un second type,
qui est plus probable. Dans ce cas, ils donnent (comme nous) le nombre optimal de com-
posants a intaller, les critéres utilisés étant la fiabilité et la premiére durée moyenne de
bon fonctionnement du systéme (qui ne fait pas non plus intervenir de réparations).

1.3.5.1 Cas d’un systéme k sur n

Nous considérons ici un systéme de type 7k sur n” (k > 1). 1l est composé de n
composants identiques et indépendants, non réparables tant que le systéme fonctionne, de
taux de défaillance constant A (non nul). Le systéme fonctionne si et seulement si au moins
k composants fonctionnent. Nous supposons qu’il n’y a qu’un seul réparateur, qu’il met
en moyenne une durée ¢ pour arriver lorsqu’on l'appelle (a U'instant ou le systéme tombe
en panne) et qu’il met en moyenne une durée r pour réparer un composant (r, ¢ € R1).
Nous nous posons alors les deux questions suivantes : pour un tel systéme (avec k et n
fixés), quel est le meilleur état de redémarrage aprés réparation, c¢’est-a-dire combien faut-il
réparer de composants 7 Sachant que le systéme fonctionne lorsque au moins k£ composants
fonctionnent (k fixé), combien faut-il prévoir de composants dans le systéme, ¢’est-a-dire
quelle est la valeur de n pour laquelle la disponibilité asymptotique est maximale lorsque
I’on effectue des réparations complétes ?

On note ¢ I'état o0 ¢ — 1 composants sont en panne, pour ¢ € {1,....,n}. On a ici
m =mn — k+1 états de marche. Le systéme ne peut tomber en panne qu’a partir de 1’état
m et I'état de panne (unique) correspond a n — k 4+ 1 composants en panne.

D’apres la proposition 1.21 (cas (C7)), nous savons alors que nous pouvons rechercher
la loi optimale de redémarrage parmi les §; pour 1 <i<n —k+ 1.

Remarquons enfin que les hypothéses concernant les durées de réparation nous per-
mettent d’écrire B (Ry,41,) sous la forme E (Rpq1:) = ¢+ (n—i—k+2)r, car il faut
réparer n — ¢ — k + 2 composants pour faire passer le systéme de ’état de panne n — k + 2
a létat de marchei (1 <i<m=n—-k+1).

On obtient alors les résultats suivants.
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Proposition 1.33 Sir =0 oun =k, il faut réparer tous les composants.
Sir#0etn>k,

Si

Sio

< %, il ne faut réparer qu’un seul composant.

Si

3o

> Z?;,} (% — 1), il faut réparer tous les composants.

-
c’est-a-dire qu’il faut réparer n — ig — k 4+ 2 composants, ow ig est donné par

"zé’ n—ig+1 <£<”§:“ n—ig+2
J -r ' '

ik ik J

- Sit<i< Z?;]i (” 1), le meilleur redémarrage est celui enig (2 <ip <m —1),

Remarque 1.34 Les conditions obtenues ainsi que la valeur de ig dans le dernier cas
sont indépendantes de M.

Démonstration. Notons tout d’abord que si £ = n, il n’y a qu’un seul état de marche et
donc un seul redémarrage possible, correspondant & la réparation de tous les composants.

Supposons maintenant n > k.

Soit 1 <i<n-—k+1. Daprés § 1.3.2.3, on a alors ae (6;) = Efm+1)

Y19
La matrice A; associée a ce systéme est de la forme :
[ —nA nA 0 : 0 i
0 —(n—DX (n—1)Xx O . 0
0 0 .
A =
! : . : . . 0
0 0 0 0 —(k+DA (E+1)A
| 0 0 0 0 0 —kX ]
ce qui nous permet de calculer facilement son inverse.
On obtient ainsi :
- L 1 1 L -
nA n— n— ' : kX
k ( 11))\ { 12))\ (k+11)A R
m—Dx  (w—2)x B+ kX
0 0 . 5 B
g= —A;] — (n—2)x (kD)X kX
: : 1 1
0 0 0 0 (R4+1)X ?
| O 0 0 0 0 I

On en déduit :

c—i—(n—i—k—b—?)r_)\c—b—(n—i—k—i—?)r

oo (0i) = k1 1 = i1 1
2= e ik 7

avec j' =n —j+ 1.
Sir =0, a (6;) = )\W et i — ax (6;) est croissante. Le meilleur i est donc
ik 7

J
i = 1. (On retrouve ici le résultat du théoréme 1.25 dans un cas particulier).
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Sir#0:

(Ao (6;) < oo (6i41)) &

n—i
1 e+n—i—k+1)r
& — 1 - <
(=it ;
i=k
~—n—i4+1 c
& —(n—1—k+1)<-
i=k
n n—i+1 c
= —1] <=
()
i=k
>0

La suite définie par u (i) = Zn:,i (”’—“’1 — 1) pour 1 <7 < n —k est clairement décrois-
sante.
D’ou la discussion :

Siu(l) < £, i ax (6;) est croissante. Le meilleur 7 est ¢ = 1.
(Notons que u (1) = Z;:,} (% — ))
Siu(n—k)> <, i ax (0;) est décroissante. Le meilleur i est i =n — k+1 = m.

(Notons que u (n — k) = Z?:k (k—;“] — 1> = k% —1= %)

~Siu(n—k) << <u(l), comme (u(i)) est décroissante, il existe i tel que
. & .
u(i) < —<wu(i—1).
r
Par ailleurs, on a alors
Qoo (01) > Qoo (62) > oo > Ao (64)
et
oo (On—kt1) > Goo (On—k) > oo > oo (8i41) > oo (65) .
On en déduit que as (6;) est minimal (avec 2 <i <n — k).
A (6;) est donc maximale. W
Corollaire 1.35 Sir =0, il faut installer le plus grand nombre possible de composants.

Sir #0,

- 5ic =0, i faut installer exactement k composants.

Si ¢ # 0, il faut installer ng composants (ng > k, indépendant de X), ou ng est
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lunique entier tel que :

no—1 no
ng c ng+ 1 >
E — -1 §—<E - —1].
<] > r < J

J=k J=k

Démonstration. Supposons 7 non nul. Dire qu’il faut installer ng composants dans le
systéme signifie que, si n > ng + 1, il est inutile de réparer tous les composants, et si
n < ng, il faut tous les réparer. Notre probléme est donc de déterminer ng tel que

n—1
C n
- < ——1],sin>n 1 1.23
e X (5-1) sz (123)

=k N7

c L
it — > ——1).,sik+1<n<ng (et donc k+1<mng). 1.24
e -2 Z(g ),m +1<n<ng (et donc k+1 < nyg) ( )

J=k

Si ¢ =0, la premiére inégalité est vérifiée pour tout n > k+ 1 et ng = k.
Supposons maintenant ¢ £ ().

La suite définie par v (n) = Z?;]i (% — 1) pour n. > k 4 1 est clairement strictement

(
(

croissante et v(k+1) = 0, limp 10 v
v (ng) < £ <w(ng+ 1) et les propriétés

n) = 4oo. Il existe donc un unique ng tel que
1.23) et (1.24) sont alors clairement vérifices. W

Nous donnons maintenant un exemple d’utilisation de ces résultats.

Exemple 1.36 Considérons un systéme 5 surn. Pourc=1,r=0.1:

15 16
16 , 17
> <—,1> ~8.7583< S =10< <—,1> ~ 10. 056.
r j

j=5 J Jj=5

La disponibilité asymptotique est donc optimale lorsque l'on installe 16 composants (et
que lon effectue des réparations complétes).

On obtient alors Axo (61) = m ~ (.85466 pour A = 0.1.

Pour ¢ = 0.5 (le reste étant inchangé), le nombre optimal de composants est alors 12.
Pour ¢ = 0.2, il vaut 9.

1.3.5.2 Cas de n composants en redondance passive

Nous considérons ici un systéme formé par n composants identiques en redondance
passive, que I'on suppose numérotés de 1 & n. Au départ, le premier composant fonctionne,
les n — 1 autres étant en attente. (Cet état est noté ”17”). Lorsque le composant 1 tombe
en panne, on essaye le deuxiéme. Celui-ci démarre (instantanément) avec une probabilité
v (0 <y <1). Sl a démarré, il remplace alors le composant 1 jusqu’a ce qu’il tombe
lui-méme en panne. S’il n’a pas démarré, on essaye alors le composant 3, qui démarre
lui-méme avec une probabilité v et ainsi de suite. On suppose que les composants ont pour
taux de panne (constant) A (non nul) et qu’ils ne sont pas réparables tant que le systéme
fonctionne.

On note ¢ I'état o0 ¢ — 1 composants sont en panne, pour ¢ € {1,....,n}. On a ici
m = n états de marche. L’état de panne (unique) correspond au cas ot les n composants
sont en panne. On commence par réparer le composant n, puis le composant n — 1, etc.
On suppose 1a encore que les durées moyennes de réparation se mettent sous la forme
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E(Rms1:) =c+(n+1—14)r, ot n+1— i représente le nombre de composants & réparer
pour faire passer le systéme de 1'état de panne n 4+ 1 a I’état de marche i (1 <i < n).
Nous nous posons alors les mémes questions que dans le cas d’un systéme k sur n, a
savoir, pour n fixé, quel est le meilleur état de redémarrage aprés réparation (l1a encore, il
suffit de considérer les é;), et pour ¢, r, X, 7y fixés, quel est le nombre optimal de composants
a installer.
On obtient les résultats suivants.

Proposition 1.37 Pour n fixé :

Sir < %c (condition indépendante de X et de n), il faut réparer tous les compo-
sants.

Sir > ﬁc, il ne faut réparer qu’un seul composant.
On en déduit :
Sir < ﬁc, il faut installer le plus grand nombre possible de composants.

Sir > ﬁc, il est inutile d’installer des composants en redondance passive, le mieux
est de n'utiliser qu’un seul composant.

Démonstration. La matrice Ay associée A ce systéme est de la forme :

F =X Ay AL -y A9y . A(lfv)"*zv'
0 A Ay A1 —9)y A(lfv)"*;v
A = 0 0 —A Ay A1 =)" Ty ’
0 0 0 0 )\ Ay
L 0 0 0 0 0 A |
et on obtient :
1 vy v
0 1 ~ Yy
1] 0 1 oy
g= _A] 1 — X . 7 7
00 0 0 1 ~
L0 0 0 0 1|
On en déduit :
oo (6) = E(Rm+1,i) _ )\c+ (n+1—1d)r

> i 9ig (n—d)y+1
et
c+(n+1—4)r c+(n—1d)r
(n—i)y+1 mn—i—1)v+1
gl
-
7“<1

(oo (6:) < oo (8i11)) &

¢, aprés simplifications. Wl

1.4 Conclusion

Nous avons recherché, dans ce chapitre, la loi optimale de redémarrage d’un systéme
aprés réparation, le critére utilisé étant la disponibilité asymptotique. Nous avons vu, en
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particulier, que la meilleure loi n’était pas nécessairement une masse de Dirac, ¢’est-a-dire
qu’elle ne correspondait pas forcément au redémarrage dans un état donné. 11 faut donc,
dans le cas général, considérer toutes les lois de redémarrages possibles.

Nous avons vu, d’autre part, que, pour que la réparation compléte soit optimale, il
n’était pas suffisant que le systéme se dégrade selon un processus stochastiquement mo-
notone. Nous avons ainsi été amenés a utiliser une notion d’ordre plus forte que 'ordre
stochastique usuel, & savoir 'ordre rh, et & développer quelques résultats complémentaires
aux travaux de Kijima concernant les processus markoviens rh-monotones (qui se place
dans un cadre plus général que le notre).

En ce qui concerne I'ordre rh, remarquons que son utilisation n’est pas encore trés
développée en fiabilité, surtout si 'on compare avec des notions similaires (mais un peu
plus anciennes) comme l'ordre hr ou lordre Ir. Malgré tout, cet ordre a fait I'objet de
quelques publications ces toutes derniéres années ([12], [42], [47], [48],...), principalement
de la part de Shaked et al. Ces articles comportent déja quelques applications a la fiabilité,
mais ils contiennent aussi de nombreux résultats théoriques. On peut alors penser que, a la
lumiére de ceux-ci, il serait sans doute intéressant de réfléchir sur de nouvelles applications
potentielles de 'ordre i dans ce domaine.

De la méme facon, I'usage des processus de Markov monotones n’est pas encore trés
répandu en fiabilité. Ils semblent pourtant tout a fait adaptés pour décrire I'évolution de
systémes markoviens ayant des propriétés de vieillissement (voir [39]). Rappelons que ces
systémes vieillissants sont tout a fait fondamentaux en fiabilité (une grosse partie de la
littérature leur a d’ailleurs été consacrée). Comme pour lordre rh, il est alors naturel
d’imaginer que les récents développements concernant les processus de Markov monotones
(voir I'introduction pour des références) pourraient peut-étre mener a de nouvelles appli-
cations en fiabilité.
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Chapitre 2

Un modéle de maintenance
préventive conditionnelle

2.1 Introduction

On considére ici un systéme pouvant se dégrader petit a petit pendant qu’il fonctionne,
jusqu’a ce qu’il tombe en panne. Si cette panne est trés pénalisante, il peut étre judicieux
de la prévenir en arrétant prématurément le systéme, afin de le remettre en bon état de
marche. Ainsi, il est sans doute préférable de rajouter un peu d’huile dans le moteur d’une
voiture plutdt que d’attendre de le "griller”... Cela signifie que, de temps en temps, on
va regarder le niveau donné par la jauge et remettre de ’huile lorsqu’il a atteint un seuil
que 'on juge alarmant. Remarquons que, tant que que ce niveau est proche du niveau
maximal, il n’y a pas lieu de le regarder trés souvent. En revanche, lorsqu’il diminue, il
vaut mieux le faire plus fréquemment.

On s’intéresse ici & un systéme du méme type que celui étudié dans le premier cha-
pitre : il a une évolution markovienne tant qu’il fonctionne, un nombre fini d’états, et
des lois générales pour les réparations. La seule différence est que nous nous restreignons
maintenant au cas ol les durées des réparations ne dépendent pas de I'état dans lequel
le systéme redémarre aprés réparation. Comme dans I'exemple du niveau d’huile, 1’état
de ce systéme lorsqu’il fonctionne n’est supposé connu que par des inspections. En re-
vanche, une panne est aussitot détectée. Ce systéme est soumis au programme d’entretien
suivant, aussi appelé politique de maintenance préventive dans le langage fiabiliste : nous
inspectons le systéme (a des instants aléatoires), jusqu’a ce que I'on trouve le systéme dans
un état de marche jugé dégradé. Dans ce cas, on arréte le systéme et on commence une
opération de maintenance préventive. Cette opération a une durée aléatoire et dépend de
I'état de dégradation du systéme. Les intervalles inter-inspections (aléatoires) dépendent
de I’évolution du systéme. (Comme pour la jauge d’huile, plus le systéme se dégrade, plus
il faut l'inspecter souvent). Enfin, si le systéme est tombé en panne avant que 1'on ait com-
mencé une opération de maintenance, on le répare, de la méme facon que pour le systéme
sans maintenance. Cette politique de maintenance préventive est dite conditionnelle (ou
dynamique) car liée a I’évolution du systéme entre deux opérations de maintenance.

Si I'on compare aux travaux publiés précédemment, on peut remarquer qu’en général,
les différentes politiques de maintenance étudiées sont liées a ’évolution du systéme de fa-
gon bien moins complexe que la ndtre (elles sont méme assez fréquemment indépendantes).
Ainsi, les opérations de maintenance sont souvent considérées comme instantanées (cf [9],
24], |27], (28], [34], ...) ou de durée indépendante de I'état de dégradation du systéme
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52 Chapitre 2. Un modéle de maintenance préventive conditionnelle

(cf [54]). De la méme fagon, les inspections du systéme sont fréquemment supposées pé-
riodiques, et donc déterministes et indépendantes de 1’évolution du systeme (cf [4], [41],
54], ...). A ce propos, on peut d’ailleurs remarquer que si les inspections pratiquées dans
I'industrie sont généralement périodiques, c’est souvent pour des raisons de facilité : d’'une
part, parce que les inspections sont ainsi plus facile a planifier, d’autre part, parce que
I’”échéancier” optimal pour les instants d’inspections est souvent trés diflicile & détermi-
ner.

Une modélisation trés proche de la nétre peut malgré tout étre trouvée dans un article
de C. Cocozza-Thivent ([20]), aussi bien pour la politique de maintenance préventive que
pour le systéme initial. Les méthodes utilisées sont en revanche radicalement différentes.

Les critéres utilisés pour mesurer les performances du systéme (avec ou sans mainte-
nance) sont ici la disponibilité et le colit moyen asymptotiques.

Ce chapitre se présente de la facon suivante : nous commencons par décrire le systéme
initial et la politique de maintenance préventive dans le paragraphe 2.2. Nous montrons
ensuite, dans le paragraphe 2.3, que la loi du processus qui décrit I'évolution du sys-
téme soumis a la politique de maintenance converge vers une certaine loi @, que nous
déterminons. Le paragraphe suivant (§2.4) est consacré a 1’étude de la politique de main-
tenance avec, comme critére d’étude, la disponibilité asymptotique. Nous montrons tout
d’abord qu’elle existe et nous la calculons. Nous donnons ensuite des conditions pour que
la politique de maintenance préventive améliore cette disponibilité asymptotique. Puis
nous nous intéressons & I'optimisation de la politique de maintenance relativement aux
lois inter-inspections. Nous terminons ce paragraphe par 1’étude de quelques exemples.
Le plan d’é¢tude du paragraphe suivant (§2.5) est similaire, mais le critére d’étude est
maintenant le cotit moyen symptotique. Enfin, nous concluons dans le paragraphe 2.6.

2.2 Description du systéme et de la maintenance - Notations

Le systéme étudié ici correspond au cas particulier 1.3.2.2 étudié dans le premier cha-
pitre (la description générale est située au § 1.3.1). Rappelons briévement le modéle et
les notations : les états de marche sont notés 1 & m, les états de panne m + 1 & m + p.
Au départ, le systéme est dans I'un des états de marche et il évolue de facon markovienne
tant qu’il est en état de marche. Il tombe en panne au bout d’un temps presque stirement
fini : si T désigne la premiére durée de fonctionnement du systéme, on a P; (T < +00) =1
pour tout 1 < 7 < m. La réparation a une durée aléatoire indépendante de I’évolution
du systéme antérieure a la panne. Lorsque le systéme est dans ’état de panne m + k
(1 <k <p),ladurée de la réparation a la méme loi (quelconque) qu’une certaine variable
aléatoire R, de moyenne finie E (R,, ). A I'issue d’'une réparation, le systéme est dans
un état de marche supposé indépendant de I’évolution du systéme antérieure a la panne.
Pour i € {1,...,m}, Dg (1) est alors la probabilité que le systéme soit dans 'état ¢ apres
une réparation.

On note (Xy), le processus décrivant 1'évolution de ce systéme jusqu’a la premiére
panne, les états de panne étant rendu absorbants :

| état du systéeme sit < T,
T mak sit>T.

(X¢) est un processus de Markov. On note A sa matrice génératrice et (P (7, §))1<; j<map

S011 noyau.
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La matrice A est découpée de la fagon suivante :

Al | Ay
A= < 0P | Op-P >

ou A; représente la matrice A tronquée a lordre m (A1 = <a73=i)1<z‘ j<m) et As est la

sous-matrice de A formée par les taux de panne (AQ = (aij)1<icm m+1<7<m+p).

On note aussi g la matrice carrée d’ordre m définie par

oo
Gij = / P, (i,7)dt pour tous 4,5 € {1,...,m}.
JO

Rappelons que g; ; représente la durée moyenne passée dans 1'état j sachant que X =
i et que g = —A;! (cf théoréme 4.25 de [35)).

Ce systéme est appelé systéme initial par opposition au systéme soumis a la politique
de maintenance préventive décrite ci-dessous appelé systéme maintenu.

La politique de maintenance préventive est la suivante : le systéme est inspecté instan-
tanément aux instants Sy, So, ..., Sy, ... jusqu’a ce que, lors d’une inspection, on trouve
le systéme dans un état ”suffisamment” dégradé pour commencer une opération de main-
tenance, ou bien déja en panne, en train d’étre réparé.

Plus précisément (voir aussi la figure 2.1 page suivante), on considére m lois de proba-
bilité pq, pg, ..., p,, sur Ry représentant les lois des durées inter-inspections, ¢ un entier
fixé appartenant a {1,...,m—1} et m—gq variables aléatoires positives Mgy1, Myio, ..., Mp,
indépendantes, de lois de probabilité quelconques, représentant les durées des opérations
de maintenance. On suppose que 0 < _[g_oc t.p; (dt) < 400 pour tout 1 < i < m et que

Mgi1, Myya, ..., My, ont des moyennes finies.
On pose alors Sp = 0 et on note S une variable aléatoire de loi py, (on rappelle que
Xo € {1,...,m}). Le systéme est inspecté aux instants Sy, Sa, ...Sy, ... définis de maniére

récursive de la facon suivante : pour n € N*,

- Si Xg, €{1,...,q}, le systéme est en "bon” état. On le laisse évoluer et on 'inspecte
a nouveau a 'instant S, = Sn—FU(”), ot U™ est une variable aléatoire de loi PXq

indépendante de I’évolution du systéme avant S,. (U(”) ne dépend que de Xg ).

Si Xg, € {g+1,...,m}, le systéme est "dégradé”. On arréte le systéme et on com-
mence une opération de maintenance dont la durée (aléatoire) est indépendante de
I’évolution du systéme avant I'instant S, de méme loi que Mx, . (La encore, Mx
ne dépend que de Xg ). On note Pxs, Vétat de maintenance associé. A Dissue d'une
opération de maintenance, le systéme est dans un état de marche indépendant de
I'évolution antérieure du systéme. On note Dy (7) la probabilité que le systéme soit
dans I'état i aprés une opération de maintenance, pour tout ¢ € {1,...,m}.

Si le systéme tombe en panne avant l'instant .S,,, une réparation est aussitdét com-
mencée. Cette réparation s’effectue de la méme facon que pour le systéme initial.

Aprés une période d’arrét (une réparation ou une opération de maintenance), on ré-
initialise la succession des inspections, c’est-a-dire que I'on recommence une nouvelle série
d’inspections, définie par récurrence de la méme facon que précédemment. La seule diffé-
rence est que l'instant d’initialisation de la série d’inspections est maintenant la fin de la
période d’arrét, et non plus l'instant 0.

Le processus décrivant ’état du systéme soumis a la politique de maintenance, a valeurs

dans {1,...,m+p} U {/Lq+1,...,um}, est noté (Z¢);o-
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B Pi1 | Pio | Piz i Pis | Pie | Pis N
| | | | | !
m| —
" Hm | o | |
i I | | M | |
I I 14 I I
n m ' 1 I I — I I
ey o I
Pl m+pT : : : : :
a : | | | | |
n ‘ I I I I Ri7\
| o | AL
el m+1 ! ! [ | ! |
= B e | e e e e | Bl _— l—F - - — - - —'— =
— m | o | |
| | | | — |
] ' I I i4 I I
' | | —_— | |
m q+]_ i | | : | | —_ |
al| ~— e T [
9] I LR
o I L I j
e i1 SRR N 15 | |
— | | | ——
L B I | | | '
o v vy v Y 4 YW v
So S; S, S5 S, S} S5 Sg ST
FIGURE 2.1: la politique de maintenance préventive
Notations matricielles : Pour tout n € N*, 1™ et 0" désignent respectivement les

vecteurs colonnes d’ordre n ne comportant que des 1 et des (.

- DR = (DR (1) s ...,DR (m)) et D]\/[ = (D]w (1) s ...,D]\/[ (m))

04
] E (Rerl)
E (Mgi1)
E(M,)=| E (M’qig) ,E(R.) = E (R.erQ)
E (M,,) E (R )

— b est la matrice carrée d’ordre m définie par :

b@j = ]P),,;(ZS] :jmT>S])

= P, (Xs, =J), pour tous i,j € {1,...,m}.

024, p™m 4 P81 et ™4™ 9 sont des matrices extraites de b définies de la fagon
suivante :

e — - pam—a _ (. .

0 = (bij)icijeqr O = (ijh<icggri<iom:

a4 et b 41 = (b27)

<bi»7')q+1§7:§m,1§j§q q+1<i,j<m

c’est-a-dire que

pe-a pam—q
b= < pm—aq  pm—am—q > :
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Ces notations étant prises, nous commengons par montrer que la loi du processus (Z;)
décrivant I’état du systéme maintenu converge quand ¢ — 400 vers une certaine loi 7w que
nous déterminons.

2.3 Loi asymptotique (résultats préliminaires)

Avant d’étudier la convergence de (Z;) a proprement parler, nous donnons tout d’abord
deux résultats ”techniques”, qui nous seront utiles tout au long de notre étude.

Lemme 2.1 I, — b%:9 est inversible.

Démonstration. D’apres le théoréme 1.5-1 de [17], il est suffisant de montrer que la suite
((bq=q)n) converge vers 0. Pour cela, on commence par calculer (bq’q)n, pour n € N* et

on note (A,) la suite d’événements définie par

Ap = €, univers sur lequel est défini (7;)
et A, = m {Xs, €{1,...,q}}, pour n € N*.
k=1

Pour n € N*, on note P, la propriété définie par :
(Bq’q)n (4,7) =P;i (A,-1 N Xg, =j), pour tous #,j € {1,...,q}.

Montrons P,, par récurrence.
Py est vraie par définition de Ay et de b.
Supposons P,, vraie pour un n € N*. Pour tous i,j € {1,...,q}, on a alors :

q q
(B ) = D0 (09" k) x (599) (k) = DBy (w1 N Xs, = k) Py (Xs, = j)
k=1 k=1
q .
= Z]P’i (An-1 N Xg, = k)P (Xs,,, =Jj/Xs, =kNAn_1) (P de Markov)

T
I

I
M=

P; (Anfl N XSn =kN XSn+1 = 7)
k=1

q (Anfl N XSn S {17 vQ} N XST,,+1 = j)
7 (A,—, ﬂXSnH :j>

P
P
et Py,y1 est vraie. P, est donc vraie pour tout n € N*.

On en déduit que, pour vérifier que la suite ((Bq’q)n) converge vers (9, il est en fait
suffisant de vérifier que la suite (P; (A,)) converge vers 0 pour tout ¢ € {1, ...,q}.

Or, pour i € {1,...,q}, on a P; (A,) < P; (S, < T). De plus, comme fo+oo t.p; (dt) >0
pour tout 1 <14 < m, lasuite (E (S,,)) tend vers +oo (car E (S,) > nxming<;<m .[;roc t.p; (dt)).
On peut donc extraire de (S,,) une sous-suite qui tend presque stirement vers +o0o. Comme
(Sy) est croissante, la suite (S,) tend presque sGrement vers +oo.

On en déduit que
lim P;(A4,) < lim TP (S, <T)=P;(T=40c0)=0

n—-+4oc n—-+4oc

car {1,...,m} est non absorbant. I, — b%9 est donc inversible. W
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Lemme 2. 2 Sm’t x ety deux vecteurs colonnes d’ordre m, quelconques.

MQ

x(§)bi; +y (i) pour tout 1 <i<m (2.1)
7j=1

se traduisent matriciellement par
x = By

avec

s ([q _ Bq,QE*] » 02m—q .
pm—a.q ([q _ bq,q) J
Démonstration. Notons 77 (resp. y?) le vecteur colonne d’ordre g formé par les q pre-
miéres coordonnées de z (resp. y). De méme pour ™ ¢ (resp. y™ 9) avec les m — q

derniéres.
Avec ces notations, (2.1) pour 1 < i < ¢ s’écrit 79 = b%9x9 + ¢4, ou encore

= (1, - gq,q)*l 7 (2.2)

car I, — b7 est inversible (cf lemme 2.1).
De plus, (2.1) pour ¢ +1 < i < m sécrit 2™ 9 = bm 3979 4 g™ 9,
En remplacant 29 par sa valeur, on obtient :

FM—4 — pag (Iq _ [}q-,q)*l T (2.3)
11 est alors facile de voir que (2.2) et (2.3) se résument & z = By. W

Donnons maintenant le résultat principal de ce paragraphe. Pour cela, on note g (e, j)
(respectivement As (e, k), b(e, 7)) la j-iéme (respectivement k-iéme, j-iéme) colonne de g
(respectivement As, b).

Théoréme 2.3 Quand t — +o0, la loi de Z; converge vers la loi m définie par :

w(j) = KDygrB (In —0) x g(e,j) pour tout 1 < j <m,
7(m+k) = KE(Rpyk) DyurB (I —b)g x As (e, k) pour tout 1 < k < p,
T (,uj) = KE(M,;) DyrB x b(e,j) pour tout g+1 < j <m.

o
_ 04
Dygp = (D]V[B (Im — b) 1m) Dr+ <DRBb < 14 >) Dy

et k est la constante réelle de normalisation définie par

p= [DaB ((In — ) 91" + (L — b) g4 B (Ra) + bE (L) )|

Démonstration.

1. Utilisation de la théorie du renouvellement markovien.
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2.3 Loi asymptotique (résultats préliminaires) 57

Soient T;, le n*™¢ redémarrage du systéme aprés une réparation ou une opération
de maintenance et Y, 1’état du systéme a I'instant 7,,. On suppose que Ty = 0 et on
note C' I’ensemble des états de marche atteignables avec une probabilité non nulle a
'issue d’une réparation ou d’une opération de maintenance : C' = {i € {1,...,m} tel
que Dpg (i) + Dy (i) > 0},

(Yy, Ty) est alors un processus de renouvellement markovien & valeurs dans C' x R™
car la loi de T,,41 — T, conditionnellement a (71, ..., T, Yo, ..., ¥2,) est égale a la loi de
Tn+1 — Ty, conditionnellement & Y;,, pour tout n € N. De plus, (Z;) est un processus
semi-régénératif, associé au processus de renouvellement markovien immerge (Y, 7T)
car la loi du processus (Z;.7, )~ conditionnellement & (71, ..., Ty, Yo, ..., Yy,) est égale
sur I'ensemble {Y;, = i} a la loi du processus (Z;),~, sachant {Yy = i}, pour tous
neN,ieC. -

(Y3,) est clairement une chaine de Markov récurrente irréductible sur C. On note v
sa loi stationnaire. Par ailleurs, il est facile de vérifier que (Y, T) est un processus
non arithmétique.

On peut alors appliquer les théorémes généraux de la théorie du renouvellement
markovien (cf [2] ou [18] par exemple). On en déduit que, si >, - VB (T71) < +00,
la loi de Z; converge vers la loi m donnée par :

) > kec ViEx (.[bﬂ H{Zs:n}ds>
’ﬂ' —
! > rec Vi (T1)

pour tout n € {1,...,m +p} U {,uqu], ...,,um} .
(2.4)

Avant de calculer les différents termes intervenant dans 7, nous calculons tout
d’abord la probabilité que, partant de I’état ¢, la premiére période d’arrét corresponde

a I’état de panne m + k (c’est-a-dire IP; (Z;1 =m+ k)) ou a I'état de maintenance
iy, (Cest-a-dire P; (Zf1 = ,uk))

2. Calcul des P; (Zi =m+ k’) pour 1 <k <p.

Rappelons que T représente la premiére durée de fonctionnement du systéme initial.

On a alors :
Pi(Zp, =m+k) = Pi(Zn=m+kNT>S8)+Pi (2, =m+hNT <)
- im(zﬂ—m+k/zsl—mT>Sl>]P>Z»(Zsl—mT>51)
TIEDZ- (Xp=m+knNT <5 (2.5)

(En effet, si Zg, € {g+1,...,m}, on commence alors une opération de maintenance
et le cycle ne peut pas se terminer dans ’état de panne m + k).

Remarquons que, dans les différentes expressions intervenant dans (2.5), on peut
écrire indifféremment 7" < Sy ou T < S1, T > S1 ou T > S1. En effet, le systéme
initial évoluant de facon markovienne tant qu’il est en marche, la variable aléatoire T
admet une densité par rapport a4 la mesure de Lebesgue. Les hypothéses d’indépen-
dance entrainent alors que P; (T' = S1) = 0. Cette remarque est valable dans toute

la suite.

Regardons maintenant les différents termes de I'expression (2.5).
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I’évolution du systéme initial étant markovienne tant qu’il est en fonctionnement,
on a clairement

P, (Z;1 =m+k/Zg :lﬂT>51) =D (Z;1 :m—i—k) pour tout 1 < k < p.
(2.6)

Par ailleurs, P; (Zg, =1NT > S1) =P; (Xg, =1) = b;;.

De plus, le dernier terme de (2.5) s’écrit

00
P, (Xpr=m+ENT <S5;) = / P, (Xp=m+kNT <s)p;(ds)

= / ZIP’ (Xr=m+knNXp- =7iNT <s)p;(ds)

Par ailleurs, pour 1 < i,j < m, on a £P, (i, j) = (PA) (i,5) = (PiA1) (i, ).

Comme A; est inversible et que g = —A;l, on en déduit

P; (XT =m+kNT< S]) = /OC Z ((Pe - Im) AI]> (Z77) Qjm+k X P; (ds)

m

= —Z[(/ Pyp; (ds) — Iy, >9} (4, J) @jmti-

En remarquant que [ P; (i, 8) p; (ds) = b(i,e), on obtient alors
m
Pi(Xp=m+kNT<S1) = —> [(b— In) gl (i.]) ajmes
j=1

= [(Im — b) gA2] (i, k).

En remplacant dans (2.5) et en utilisant (2.6), on a maintenant

P (2, =m+k) = ZIP’;( 7= E) by [ — ) g A2] (5, )

On en déduit, a ’aide du lemme 2.2, que le vecteur colonne {]P)z- (Z; =m+ k)}

s’écrit sous la forme

[IP’,» (Zi —m+ kﬂ — B (I — b) gAs (e, k). (2.7)

1<i<m

3. Calcul des P; ( T f,uk> pour g+1<k<m
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Ce calcul se fait de la méme facon que précédemment.

q
(=) = 30 (e 1) B
=1

+Pi (Zi =, /X5, = k’) P; (Xs, = k)

=1

q
= Z]Pl (Zi = Mk) bii + bk
=1

On en déduit, a ’'aide du lemme 2.2 que le vecteur colonne {]P)i (Z:E = ,ukﬂ
1<i<m
s’écrit sous la forme

[Pi (Zi - ukﬂ e = B, (2.8)

4. Calcul de la matrice de transition (P; ;) de la chaine de Markov Y.

Soient 7, 7 € {1,..,m}. On a alors :

Py = Pi(Y1=1)

+ > P (Yi=3/Z5, = ) P (27, = )
k=q+1
P m
- Dr() Y B (Z;1 :m—i—k> +Du () Y By (Z;1 :uk>, (2.9)
k=1 k=q+1

car Dp (respectivement Djs) controle les redémarrages aprés une réparation (res-
pectivement une opération de maintenance).

En remplacant P, (Z:F1 =m+ ]{:) et P; (Z:F1 = /Lk) par les valeurs obtenues aux
points précédents (cf (2.7) et (2.8)), on obtient

Py = Drli) (B (=027 @)+ 0w ) (3 (0, )) @),

pourtous1 < 1,7 <m.

Rappelons par ailleurs que gA17 = 1™ (cf (1.19)).

On en déduit
. 0¢
P:B(Imfb)l DR+Bb< 1m—a >D]V[.

5. Calcul de la loi stationnaire v.

On sait que la loi v est caractérisée par v = vP (en prenant v = (v1,V9, ...,V )). En
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remplacant P par sa valeur, on obtient :

ity 010k (o, )) 9w

€R

€R

Notons z le réel = vB (I, — b) 1™.
Remarquons que d’aprés le pomt 2,

Bb(l,gqq> = iﬁ”z’(Zﬂzuk) _im

k=q+1 1<i<m k=1
— 1™~ B(Iy, —b) 1™ (2.10)
en utilisant & nouveaun gAs1P = 1™,
o i i
On en déduit que vBb < 127(1 > =v1"™ —vB (I, —b) 1™ =1—=.
v se met donc sous la forme
VZIDR—i-(l*I) Dyy. (211)
En remplacant v par sa valeur dans x, on obtient
x=vB Iy —0b)1" =2 DrB (Iym —b) 1"+ (1 —2) Dy B (I, —b) 1™
cR €R
puis
Dy B —b)1m™
1B (I —b) — (2.12)
“T=DpB (T —0) 1" + Dy B (L — ) 17
du moins si 1 — DB (I, —b) 1™ + Dy B (I, — b) 1™ £ 0.
Or, d’apreés le point 2, on sait que B (I, — b) 1™ = { o1 Pi (Z; = m—l—kﬂ
1<i<m

et B (I, — b) 1™ est un vecteur a coordonnées positives majorées par 1. On en déduit
que 1 — DB (I, — b) 1™ + Dy B (I, — b) 1™ > 0.
On obtient alors, a I'aide de (2.11) et de (2.12),

DB (I, — b) 1™

Y T 1 DpB(Im—b) 1" + Dy B (I, — ) 1™
DyB —b)1m
+<1 1*DRB< b)<1m+D)]uB *b 1m>
= cte x [(DyB (I, — b) 17")DR+(1—DRB —b)1™) Dy
= cte x [(DyB (I, —b)1™) D+ Dr (1™ — B( -b)1 )DM} (car 1 = Dgrl™)
04
= cte X |:<D]V[B< — b) 1m) Dgr+ <DRBb < 1m—a >> D]V[:| (Cf (210))

- Cte X DAIR)

ol Dasp a été défini dans ’énoncé du théoréme 2. 3
et cte—[lfDRB( *b) 1m+DJuB( *b) 1m}
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6. Calcul de E; (.];]T1 ]I{Z.g:n}ds) pour n € {1, ...om+py U {1, st }-

Remarquons tout d’abord que, pour n = m+k avec 1 < k < p, on a immédiatement

T
E, </ ]I{Zs_m,M}dgq) = E(Rmsr) X P, (Zi :m+k>
Jo
= E(Rpmir) X (B(Im —b)gA2) (i,m+ k) (cf point 2).

De méme, pour = p; avecg+1 <k <m,ona

.T]
E, </ H{Zsuk}ds) =E (M) x (Bb) (i, k) (cf point 3).
J0 '

Calculons maintenant E; (_[bﬂ ]I{Zszj}ds) pour j € {1,...m}. (n est ici noté j).

Découpons tout d’abord E; (_[le ]I{Zszj}ds) selon ce qui se passe a 'instant 5.

T q
([ se) - 5

Ty
/ Lz, —jpds x H{Zs1—k05’1<T}>

k=1 70
m Ty
+ Z E7 </ ]I{Zs:j}ds x H{ZslzkﬁSH <T}>
k=q+1 /0
Ty
+E; </0 ]I{ZS:j}dS X H{51>T}> (213)

. . -\ . T
Etudions maintenant la premiére somme de (2.13). On commence par découper ‘[0 !

S < . N 3 :
sous la forme [ + _[Sll, puis on se raméne au processus (X;) lorsque c’est possible
et on utilise la propriété de Markov. On obtient ainsi

.T1
= </0 Tpza=gyds H{Zsﬂmsﬂ})

M=

bl
Il

1

q
k=1 S

I
)=

bl
Il
—

-S4
E; < /0 Tix,=jyds X H{Xglk}>

Ty
E; </ ]I{Zszj}ds/Zsl =kN5S; <T) P; (Zsl =kN5S5 <T)
J S

I
)=

T

1

+
[M]=

=1

'Sl q .711
E; </0 Iex,—jds X H{XS1 —k}> + ZEk </0 H{Zs_j}ds> b; i (Markov).
' k=1 .

I
(- -

k=1

s s T S .
Dans la deuxiéme somme de (2.13), on remplace _[0 ! par _[0 '. Dans le dernier terme,

T, T . R
on remplace [0 ! par [0 . Par ailleurs, dans ces deux termes, on se raméne au pro-
cessus (X3).

'S1 'T]
B </0 I{z,=jyds x H{zslkmsKT}) + ZE </ lzo=jpds X Us gz kg <)
. 751
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On obtient ainsi

T q .S q T

E; </ H{Zs—j}ds) = ZIEL </ i x,—jpds x H{Xslk}> + ZEk </ H{Zs—j}d5> bik

Jo P Jo 2 /,
m

-S1
+ Z Ei </0 ]I{stj}ds X H{Xs1 —k}>

k=q+1

T
+E7 </0 H{stj}ds X H{S1 >T}> (214)

Calculons la somme des premiére et troisiéme sommes.

m

-S4 ~51
</ Iix.—jpds % H{Xslk}) + > E </ Iix,=jpds x H{Xslk}>
J0O k=q+1 70
.S]
<. /0 Tix.=jpds % H{Xglk})

.
([ +
= (]

S1

Irx,—jyds X ]I{XS] e{1,.. m}}>
-S1
H{X,g:j}ds X H{51<T}> .

En reportant dans (2.14), on obtient

Ty q Ty
E; </ H{Zs_j}ds) = > E (/ ]I{Zs_j}ds) bi g
Jo 1 J0

»S1 T
I ( /0 Tix,=gyds x H{S1<T}) + B ( /U Tix,—pds x Iys, >T}>

q T “T'ASq
= ZEk </ ]I{Zs—j}ds) bi’k + Eg </ ]I{Xs—j}d3> s (215)
k=1 /0 /0

en regroupant les deux derniers termes.

De plus

"TASq T T
Ei </0 ]I{Xs—j}ds) = E7 </0 H{Xs—j}ds> - E7 </S ]I{stj}ds.ﬂ{s] <T})
. . o1

(11 suffit de distinguer suivant que T' < S7 ou S; < T pour s’en convaincre).
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On en déduit

"T'AS1 m T
E; </0 ]I{X.g—j}ds> = Gij — ZEz </q ]I{stj}ds.ﬂ{sl(p} /Xs, = ]{;> P; (Xg, = k)
' k=1 /81
m T
= Gij— ZEk </ ]I{Xs_j}ds) bir (Markov)
k=1 /0

= Gij — ng,jbi,k
k=1
= ((Im —0)g) (3,5) -

En remplagant dans (2.15), on obtient

B, <I/U‘T1H{Zsj}ds> ZEk </ ]I{Zj}(h) bk + (I — b) g) (i)

Le lemme 2.2 nous permet d’en déduire

B ([ 1enas) =B ).

7. Calcul de E; (T1).

Il suffit de sommer les différents termes que nous venons de calculer.

T
Ei (Tl) = Z IE'::Z </ ]I{Zs—'r]}d5>
J0

ne{la---am‘FP}U{HH] 1111 /J‘Tn}

m T p T m T
- 2B </ Iz, —J}dg) +> B </ Iz, m+k}d9> > B </ H{Zs—uk}d8>
j=1 70 =1 N k=g+1 0
m p
= S (B(n—0)9) (.3) + S E(Rusr) (B (In — b) gAs) (i, k)
j=1 k=1
+ > B(My) (Bb) (i, k)
k=q+1

- [B 5 (I — ) gI™ + (Iy — b) gASE (Ra) + bE (M.)H ().

8. Conclusion.
Remarquons tout d’abord que, d’aprés les résultats précédents et les différentes hy-
pothéses, on a clairement ", -~ v Ey (T1) < 400, de sorte que la loi de Z; converge
bien vers la loi # donnée par la formule (2.4).
De plus, pour 1 < k < m tel que k ¢ C (cf point 1), on a Dg (k) = Das (k) =0 et
done Dyrg (k) = 0. On en déduit que v (k) = 0si k ¢ C car v = cte X Dyrp (point
5).

On obtient alors

. Yt vili (/oT ] H{Zs:n}ds) > ey Dy (i) B (./L)T1 H{Zs:n}ds)
! S v (Th) S Darg (1) Eq (1)
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11 suffit maintenant de remplacer les différents termes par leur valeur que nous venons
de calculer (points 6 et 7).

Ainsi, pour nn = j € {1,...,m}, on obtient

>ic1 Dvr (4) (B (Im — b) g) (4, 4)

527 Datr (i) [B x (I = 6) g1 + (I — b) g AsB (Ra) + bE (M) | (i)
DyrB (Im — b) g (e.7)

Dyr [B x (( —0)g1™ + (I — b) gAsE (Ra) + VB (Ma) )|

= KDyRB (I —b) g (e, ])

m(j) =

ol Kk a été définie dans 'énoncé du théoréme 2.3.

De méme, pour n =m + k avec k € {1,...,p}, on a

m (m -+ ]4‘) = HZD}\/[R m+k) (B (Im — b) gAQ) (7777 + ]4‘)

= HE (Rm+k) DyrB (Im — b) C]AQ (.7 m + k) .

Enfin, pour n = p; avec j € {g+1,....,m}, ona

7l) = &Y Dun (@ EQ) x (BY) (i.])

= KE(]\/fj)D}\/[RBb(O,j). |

Nous allons maintenant utiliser ces résultats afin de calculer la disponibilité asympto-
tique, puis le cotit moyen asymptotique du systéme maintenu.

2.4 Disponibilité asymptotique

Dans tout ce paragraphe, on note A, la disponibilité asymptotique du systéme main-
tenu et A la disponibilité asymptotique du systéme initial.

On rappelle que, par définition, on a

A = lim ZIP’ (Zy =k).

t—+4oo

Remarquons que I'existence de cette limite est ici clairement assurée par le théoréme
2.3.

Nous commencons par calculer la disponibilité asymptotique du systéme maintenu.
Nous donnons ensuite une condition suffisante pour que la politique de maintenance pré-
ventive améliore la disponibilité asymptotique du systéme, puis nous nous intéressons a
I'optimisation de la politique de maintenance préventive. Nous terminons par I’étude de
quelques exemples.
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2.4.1 Calcul de la disponibilité asymptotique
2.4.1.1 Formule générale
Théoréme 2.4 La disponibilité asymptotique du systéme maintenu existe et vaut

1
1+ as

0o =

avec

DurB ((Im — b) gAsE (Ra) + bE (M.))
(o = —
D]V[RB (Im — b) glm

(2.16)

ots Dyrp o été définie dans le théoréme 2.3.

Remarque 2.5 D’aprés le théoréme 2.3 et sa démonstration, le vecteur Dyrp est pro-
portionnel & la lot stationnaire de la chaine de Markov associée au procesus semi-régénératif
(Zi). De plus, si l'on s’intéresse & un cycle du processus (Z;) commencgant par un re-
démarrage dans état i (avec 1 < i < m), (B ((Im —b) gAsE (Rs) + bE (]W.))) (i) re-
présente la durée moyenne de la période d’arrét & la fin du cycle. De la méme facon,
(B (I, — b) g1™) (i) représente la durée moyenne de la période de fonctionnement au dé-
but de ce méme cycle. La formule (2.16) signifie donc que ao est le quotient du MDT
(Mean Down Time) par le MUT (Mean Up Time) ou encore que la disponibilité asymp-
totique s’exprime de facon classique sous la forme A = %

Par ailleurs, on peut ausst remarquer que la disponibilité asymptotique ne dépend que
des moyennes des durées des opérations de maintenance. En revanche, elle dépend
des lois des variables aléatoires inter-inspection p,, py, ..., p,, (qui interviennent

dans b et B).

Démonstration. En utilisant les résultats du théoréme 2.3, on a clairement

A = S w(h) = Z?JMRB (Im — b) g1™
= DB (I — b) 917 + (I — b) gAsE () + VE (M)
_ 1
14 as

oll ao a la forme annoncée. A

2.4.1.2 Quelques cas particuliers

Nous venons de donner, dans le paragraphe précédent, une formule générale pour
la disponibilité asymptotique. Nous nous intéressons ici & quelques cas particuliers ol
I'on peut simplifier quelque peu l'expression obtenue. Ces cas particuliers ne s’excluent
nullement, et on peut tout a fait utiliser simultanément plusieurs de ces simplifications.

Cas ot Dy; = Dgi Dans de nombreux exemples étudiés en fiabilité, les réparations
du systéme et les opérations de maintenance remettent le systéme dans 1’état de marche
parfaite (cf [54] par exemple). Si cet état est celui que 'on note 1, cela signifie avec nos
notations que Dy = Dr = (1,0, ...,0).

On se place ici sous 'hypothese un peu plus générale Dy; = D =,01¢ D (quelconque).
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Dans ce cas, on obtient

Dyur = (DB(In bﬂmD+<m%<£:>>D

B
m 07
- ( )T +Bb<1mq>)D
D@am

f (2.10)) =1x D = D.

Ainsi, si Dyy = Di =pote D, le vecteur Dy se réduil alors 6 Dyp = D.

(On pouvait aussi remarquer que, puisque la loi stationnaire qui controlent les redémar-
rages aprés une période d’arrét est proportionnelle & Dysr  cf point 5 de la démonstration
du théoréme 2.3 et que les redémarrages sont ici contrélés par la méme probabilité D
aprés n’importe quel type d’arrét, on a nécessairement Dysp = cte x D).

Cas ot E (R, 1) est indépendant de k£ (1 <k <p) Pour certains systémes, la durée
moyenne de la réparation est toujours la méme, quels que soient les composants en panne.
Ce sera par exemple le cas lorsque la durée de réparation des composants indispensables au
bon fonctionnement du systéme est trés grande en comparaison des autres composants, ou
bien lorsque la durée de la réparation proprement dite est en fait négligeable par rapport a
l'opération de remise en route ou par rapport au temps d’attente du (ou des) réparateur(s).

Dans ce cas, on pose E(R) = E (Rp1k), pour tout 1 <k < p.

Le terme DapB (I, — b) gA3E (Rs) devient alors

DJMRB (Im — b) gAQE (R.) E (R) DA[RB ( - b) C]Aglp

= E(R) X DA[RB( — b) 1 (Cf (119) )

(Remarquons que le cas ot il n’y a qu’un seul état de panne rentre aussi dans ce cadre).

Cas ou E (M;) est indépendant de j (¢+ 1 <j <m) Comme pour les réparations,
la durée moyenne d’une opération de maintenance peut aussi étre indépendante de 1'état
de maintenance associé.

Posons alors B (M) =E (M;), pour tout ¢+1 < j < m.

Le terme Dy rBOVE (M,) devient dans ce cas

__ 00
D]V[RBbE (]\/[.) = E(]\J) X DJWRBb < 1qu ) '

(Remarquons que le cas ot il n’y a qu’'un seul état de maintenance, c’est-a-dire ¢ = m—1
rentre aussi dans ce cadre).

2.4.1.3 Calcul pratique de la diponibilité asymptotique

Nous avons donné dans le paragraphe précédent une formule théorique pour la dispo-
nibilité asymptotique du systéme maintenu (ainsi que des remarques simplicatrices, dans
quelques cas particuliers). Nous précisons ici la méthode utilisée pour calculer numérique-
ment cette disponibilité asymptotique.

Si 'on regarde la formule obtenue au théoréme 2.4, il est facile de voir que les seuls
éléments inconnus sont les matrices b et B. (On rappelle que g = fAfl). On sait par
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2.4 Disponibilité asymptotique 67

ailleurs que la matrice B est définie par

7 —paa) ! gam—a
B = < bm(q’g (7, - z)q.,q)l ; > (cf lemme 2.2)
q m—q

Elle se déduit donc trés facilement de la matrice b et le seul élément a calculer est en
fait la matrice b.
Pour 4,j € {1, ...,m}, rappelons que b, ; est défini par

o 00

Pi (Xe = j) dp; (1) = / Py (i, 5) dp; (1) -

bij=Pi(Xs, =Jj) = / i

J0

On est donc ramené au calcul du semi-groupe (P;). Pour cela, un certain nombre de
méthodes ont été développées dans la littérature (cf [18], [19] ou [35] par exemple). On
peut ainsi, en utilisant les équations de Chapman-Kolmogorov, se ramener a un systéme
différentiel ou intégral linéaire d’ordre un. La résolution de ce systéme peut se faire directe-
ment ou en utilisant les transformées de Laplace. On peut aussi écrire le semi-groupe sous
forme exponentielle : P; (i,5) = e (i,7) = €1 (4,7), pour tous i,j € {1,...,m}. Pour
effectuer les calculs, on peut alors utiliser les exponentielles de matrices implémentées
dans un logiciel comme MATLAB. On peut aussi utiliser la construction classique d’un
processus de Markov de matrice génératrice A a ’aide des processus de Poisson et écrire

le semi-groupe sous la forme P, = Z;ﬁ% e’)‘t%Qk, ol @@ est la matrice de transition
associée (cf [18], p 236, par exemple).

Lorsque la matrice Ay est diagonalisable, on peut aussi utiliser sa forme diagonalisée
pour calculer et

utilisons le résultat suivant.

. C’est la méthode que nous avons choisie ici. Plus précisément, nous

Lemme 2.6 Si A, est diagonalisable et se met sous la forme A1 = PAP !, ou A =
diag (61,...,6m) et P est une matrice inversible, on a alors

b= e P.diag (p; (—61), ... o} (=6m)) P,

i=1
ot, pour tout i € {1,...,m},

— g; est la matrice carrée d’ordre m ne comportant que des zéros, sauf le terme d’ordre
(,1) qui vaut 1,

— pi est la transformée de Laplace de p; (pf (s) = ‘[‘0+°° e tdp, (1), pour tout s > 0).

Démonstration. Pour tous 7,5 € {1,...,m} :
+00 oo
bij = [/ etA1dp, (t)} (i,4) = {P/ eBdp, (1) 7;1} (0. 9)
Jo Jo

toc
= [73 / diag ((3'5517 em"’) dp; (t) 731} (,7)
JO
1)

= [P.diag (pF (—61) 5.0 pi (— m))Pfl} (4,7) -

La %™ ligne de b est donc la i%™¢ ligne de P.diag (pf (—=61) , ..., pi (=6m)) P~ 1, ce qui
peut s’écrire :

ei.b = ;. P.diag (pF (—61) ooy pf (—6m)) P L
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Il n’y a plus qu’a sommer pour obtenir le résultat annoncé. Wl

Nous sommes maintenant en mesure de calculer tous les termes intervenant dans la
disponibilité asymptotique. En particulier, la méthode décrite dans le lemme 2.6 pour cal-

2.4.2 Une condition suffisante pour que la maintenance améliore la dis-
ponibilité asymptotique

Nous avons vu dans le paragraphe précédent comment calculer la disponibilité asymp-
totique du systéme maintenu, tant d’un point de vue théorique que pratique. Une question
naturelle est maintenant de se demander si la politique de maintenance proposée amé-
liore bien cette disponibilité asymptotique, comme nous le souhaitions. Ainsi, sous quelles
conditions est-il judicieux de maintenir le systéme?

Nous faisons ici deux hypothéses : la premiére est que les redémarrages aprés une opé-
ration de maintenance sont au moins ”aussi bons” qu’aprés une réparation. La deuxiéme
est que les états sur lesquels on effectue une opération de maintenance (a savoir ¢ + 1,

, m) sont plus dégradés que I'état "moyen” de redémarrage aprés une réparation. En
effet, le principe méme de notre politique de maintenance consiste & arréter le systéme
lorsqu’il est dans I'un des états de {g+ 1, ...,m} que nous avions qualifiés de ”dégradés”.
Si 'on souhaite que la politique de maintenance améliore le systéme, il nous faut bien str
traduire cette propriété.

Sous ces deux hypothéses, nous montrons que, si les opérations de maintenance ne sont
pas "trop longues” en moyenne, alors la politique de maintenance préventive ameéliore la
disponibilité asymptotique.

Avant de donner un énoncé précis de ce résultat, nous commencons par écrire la dis-
ponibilité asymptotique sous une nouvelle forme plus adaptée a notre étude et pour cela,
nous avons besoin de nouvelles notations.

Rappelons tout d’abord que le processus décrivant ’évolution du systéme initial (non
tronqué a l'instant T) est un processus semi-régénératif, les instants de semi-renouvellement
associés correspondant aux redémarrages du systéme aprés réparation (cf §1.3.1 et §1.3.2).
Pour ¢ € {1, ..., m}, on note alors E; (Rép) la durée moyenne de la réparation qui a lieu a
la fin d’un cycle commengant dans I'état ¢, E; (T') la durée moyenne de fonctionnement au
début du méme cycle.

Par ailleurs, on note

E. (T) E; (Rép)
nm- | 2O | mmey - | BED
Em<T) E., (Rép)

(On rappelle que, d’aprés 1.3.2 et 1.3.2.2, on a E, (Rép) = gAsE (R,) et Eq (T) = g1™).
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2.4 Disponibilité asymptotique 69

On utilise aussi les notations suivantes :

bR 1 (Rep)
mq _ Ko (Rep) 7 Wm*q _ Eq+2 (Rep) ’
Eq (Rép) E.,, (Rép)
El (T) Eq—H (T) E (]\Jq—kl)
E.(T) = L E@mt=| 0 |VEG =
Eq (1)) E,, (T) E (M)
DL = (Dyr(1), ., Dair(q), DT = (Dyr(g+1) 5o Dar (m)
K = (Iq — BQ,q)*l Bq,qu’ L =pm 9K 4 pm—ama,

Avec ces notations, on obtient le résultat suivant.

Lemme 2.7 ao, s’écrit

DB (Rép) + (D‘}u K+ D”N};fL) (]E o) ' - &, (Rép)’”’q)

(2.17)

Qoc = p— —
DariBia (T) = (D3 K + DY) B ()"

Remarque 2.8 Rappelons que, d’aprés §1.8.2.2, la disponibilité asymptotique du sys-

téme initial (notée ici ALY ) peut s’écrire sous la forme

L 1
Al = ———
1+ a2

avec

Remarquons que l'on peut retrouver ce résultat en prenant la limite de as lorsque les
lois inter-inspections py, pa, ..., P, tendent vers la masse de Dirac en linfini. En effet,

dans ce cas, K converge vers 0979 L vers 0™~ 9™79 ef ao vers all.

Remarquons d’autre part que, par définition de b, nous avons

o0
bij =Pi(Xs, =) = Py (i, ) p; (dt) pour tous 1 <i,j <m.
Jo

On en déduit que seule la i**™ ligne de b dépend de la loi p;. Ainsi, b9, b3~ 9 et K =
(Iq - 5‘1"1)71 b™=4 ne dépendent que des lois py, ps, ..., pq tandis que b9 et M9
ne dépendent que des lois pyi 1, ..., pp- On déduit alors de (2.17) que, lorsque Dy et
Dy sont portées par {1,...,q}, la disponibilité asymptotique ne dépend que des lois inter-
inspections py, Py, ..., pg. Ceci est bien sur tout a fait naturel car, aprés la premiere
inspection, si 'on trouve le systéme dans un état de {q + 1,..m}, on arréte le systéme
et les 10is pyi1, Pgros --- Pm N peuvent représenter que la premiére loi inter-inspection
(juste aprés un redémarrage).
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Démonstration. On repart de la formule (2.16) en utilisant les nouvelles notations.

DB (I~ 0) Ea (Rép) + 1B (L))
oo = — (2.18)
DprpB (I — b) B (T')

On commence par calculer B (I, — b) en fonction de K et de L.

B (I, — Bq,q)*l 0e-m—a I, — b4 _pam—a
B (Im - b) - < i)miq’q (Iq . Bq,q)fl Iqu 7Bqu,q Iqu - Bqu,m,fq

— (I, - Z,q-,q>*] pa-m—q )

< om—99 _pm—a.4 (]q _ Bq,q>*1 pam—q Imgq — pm—a.m—q
. -K
= _Bqu’qK + I’rn,fq _ Bqu.,qu

Im_qK I ) (2.19)

O |

O |

On en déduit

— I -K E. (Rép)"
DB (I — b)Ea (Rép) = Duyr| .0 e lven)
(Rep) — KE. (Rép)" "’
= Dumr — g
(Im—g — L) Ea (Rép)
E. (Rep)q _ KE, (Rép)" ¢
- D - (Dq, D™ ‘1) e ep)
MR ( B (R MR VMR [E. (Rép)™ *
—  DurEa (Rép) — (DLRK+D”N};;L) E. (Rép) " * (2.20)
De la méme facon, on a
DB (Im — D) Ea (T) = DarrBa (1) — (D‘,{,RK+D’;C;}‘1L> B (1) ¢ (2.21)
ot DyrB (Ln — D) E(M.) = DugB(M.) (DqMRK + D%‘ZL) E(M.)" ‘(2.22)
De plus,
DyrBVE(M,) = DygBE (M) — DyrB (I, — b)E (M)

I, —099)~ 1 gam—a 04
= pyn( . Uam87) .
M ( b (1, —b79) I, , ) < E(M,) )

- (DMRW - (D‘JMRK + DTIR‘ZL> E (M.)’”*q> (cf (2.22))

— Dung LN (DMR]E (M) — (D‘,{, K+D’,quL> R (M.) ’*q>

- (D?V,RK n D’;};;L) E(M.) " ° (2.23)

En remplagant dans (2.18) les différents termes que nous venons de calculer (a savoir

Université de Marne la Vallée



2.4 Disponibilité asymptotique 71

(2.20), (2.21) et (2.23)), on obtient alors facilement le résultat annonce. H

Nous allons maintenant donner le résultat principal de ce paragraphe.

Pour cela, si U est un vecteur de probabilité sur {1,....m}, on note ici A™ (U) la
disponibilité asymptotique du systéme initial lorsque les redémarrages aprés une réparation
sont controlés par le vecteur U :

o 1 o UE, (R¢
AT () = __ avec ay’ (U) = ﬂ (cf remarque 2.8).
1+ a2 (U) UE, (T)
Théoréme 2.9 Supposons que l'on ait
A (Dy) > Al (Dp) (= AZ) ()
ot AL (0) < AL (D). pour tout g+ 1< k<m (Hs)

ot O désigne la masse de Dirac en k (ce qui correspond & des redémarrages dans [’état

Alors si
E (M) < By (T) — a™™ (Dg) x By (Rép) , pour tout ¢ +1 < k < m, (2.24)

la politique de maintenance préventive améliore la disponibilité asymptotique.

Remarque 2.10 L’hypothése (H1) traduit le fait que les redémarrages aprés une opération
de maintenance (controlés par le vecteur Dyy) doivent étre au moins aussi bons qu’apres
une réparation (controlés par le vecteur Dg). Remarquons que (Hy) est toujours vraie
lorsque Dy = Dpg, ce qui est en fait assez fréquent en pratique.

L’hypothése (Hy) traduit le fait que les états q + 1 a m, sur lesquels on effectue les
opérations de maintenance, doivent étre "plus dégradés” que l’état "moyen” dans lequel le
systéme redémarre aprés une réparation (controlés par Dg).

Remarquons par ailleurs qu’en fait, il n’est pas indispensable d’écrire ’hypothése (Hs),
car elle est incluse dans (2.24). En effet, si (2.24) est vraie, on a nécessairement By (T) —
a™ (Dg) x By (Rép) > 0, ou encore a'™ (8;,) > a™ (Dg), pour tout ¢ +1 < k < m.
(Hs) est donc inutile. Nous avons, malgré tout, préféré l’écrire car elle permet de mieux
comprendre (2.24) et les conditions qu’elle entraine pour les états ¢ +1 a m.

Remarquons enfin que les conditions données par le théoréme 2.9 sont indépendantes
des matrices b et B, et par la méme indépendantes des lois inter-inspections. Elles sont
donc trés faciles a vérifier. De plus, lorsqu’elles sont vraies, on peut alors affirmer que la
politique de maintenance préventive améliore la disponibilité asymptotique pour n’tmporte
guelles lois inter-inspections.

Démonstration. En utilisant le lemme 2.7, on a ici

(oo < aly

DirrBa (Bép) + (D]qVIRK + D%Iﬁ*) (E (M) —E, (Rép)qu>

DrEq(RE = meg .\ =———m—q
< A [PunBeT) — (Dl + DY) BT

(2.25)
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Montrons tout d’abord que I’hypothése (H7) entraine

DyrEa (Rép) < (DMRE. (T)> (2.26)

(c’est-a-dire AT (Dyp) > AT (Dg)).
En remplagant Dysp par sa définition (cf théoréme 2.3), on a

(2.26)
g
(DarB (I~ b) 1) ( DiBe (Rép))
(DREo (T)> “| . <DRBb< igq,q >> (DME (Rep))
(0,577 (DarB (L = b) 1) ( DEL (1))
< (DRgrE,. (Rép) ) x 09 _
+(DrBb( 1y Dy E, (T)
) (pn(£.)) o5

(DRT(TD <DRBb< 12; )) (MwM)
(DRE (RPp)) <DRBb< i,?f,q )) (D;wW) :

en développant et en simplifiant.
049

Par ailleurs, nous avons déja vu que <DRBb< im—q

>> > 0 (cf démonstration du

théoréme 2.3, point 5).
(2.26) est donc vraie des que

(DRE(T)) (DuEe (REp)) < (DrBe (Rép)) (DuEL(T)) .

ce qui est équivalent & (Hy).

(2.26) est donc bien vérifiée sous (Hy).

En utilisant (2.25) et (2.26), il est alors facile de voir que, pour avoir as, < a', il est
suffisant d’avoir

(D?MRK + DRE‘]L) (W"*q B Wm,q)
D)

DgrE,. (T) KD?WRK + DXZ{IL) Wm*q}

c’est-a-dire

(D?\IRK + DT]\C]};{qL) (E (]Vf.)'n*q _ E. (Rép)'nfq) S 1nz |:(D?\/[RK + Dq]q\;L[RqL) E—m’lnfq} .

Cette inégalité peut aussi s’écrire

(DqM K+ D%qL) (E )" B, ®ep)" "+ x E, (T)m’q) <0, (2.27)

Comme (D?MRK + DR}%QL> est un vecteur a coefficients positifs, (2.27) est alors vraie
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des que E(M,) " "~ Ea (Rép) " ‘+aimxE, (T) ° est un vecteur a coordonnées négatives,
ou encore, ce qui est équivalent, dés que (2.24) est vraie. On en déduit que aq < @ dés
que (2.24) est vraie. W

Nous avons maintenant a notre disposition une condition suffisante sous laquelle nous
savons que la politique de maintenance préventive améliore la disponibilité asymptotique.
En particulier, nous disposons de bornes supérieures pour les durées moyennes des opéra-
tions de maintenance pour qu’il en soit ainsi. Ces bornes sont testées numériquement dans
les exemples du paragraphe 2.4.4.

2.4.3 Optimisation de la politique de maintenance

Nous nous intéressons maintenant a l’optimisation de la politique de maintenance.
Rappelons tout d’abord que la politique de maintenance préventive étudiée ici dépend
de quatre types de parameétres :

I’entier q, qui précise les états sur lesquels on effectue une opération de maintenance
préventive,

— les lois des durées de maintenance,
la loi de redémarrage Djy; aprés une opération de maintenance,

les lois des intervalles inter-inspections.

Optimiser la politique de maintenance signifie donc a priori 'optimiser relativement a
chacun de ces paramétres.

Pour le premier type de parameétre, c’est-a-dire ’entier ¢, nous nous contentons de faire
une optimisation numérique sur quelques exemples au paragraphe 2.4.4.

Pour le deuxiéme type de parameétre, c’est-a-dire les lois des durées de maintenance,
il est facile de voir sur la formule (2.16), que la disponibilité asymptotique ne dépend que
de leurs moyennes et que, comme on pouvait s’y attendre, c¢’est une fonction décroissante
relativement a chacune de ces moyennes E (M;) pour g+1 < i < m. Optimiser relativement
aux lois des durées de maintenance revient donc simplement a dire que le mieux est
d’effectuer les opérations de maintenance le plus rapidement possible...

En ce qui concerne le troisiéme type de paramétre, c’est-a-dire la loi de redémarrage
Dy aprés une opération de maintenance, il pourrait étre intéressant de rechercher la loi
optimale qui optimise la disponibilité asymptotique. Ce type de travail a déja été effectué
dans le premier chapitre pour le systéme sans maintenance, I’optimisation étant alors faite
par rapport & Dg. Etant donné la complexité de I’étude pour le systéme sans maintenance
préventive, il ne parait guére raisonnable d’espérer obtenir ici des résultats exploitables
pour le systéme maintenu. C’est pourquoi nous n’abordons pas ce probléme.

Enfin, il nous reste a étudier optimisation selon le quatriéme type de paramétre, a
savoir les lois des intervalles inter-inspections py, pg, ..., p.,,- C’est objet principal de ce
paragraphe. Nous démontrons ici que, moyennant quelques hypothéses supplémentaires,
on peut restreindre Doptimisation aux intervalles inter-inspections de type
déterministe (voir théoréme 2.11 ci-dessous pour plus de détails).

Notons que ce type de résultat avait déja été observé auparavant a diverses reprises, et
cela des les travaux de Barlow et Proschan (cf [6]). Remarquons d’ailleurs que ce résultat
est tout a fait trivial lorsque la disponibilité asymptotique (ou, de facon plus générale, le
critére a optimiser) ne dépend que des moyennes des variables inter-inspections. Il devient,
en revanche, beaucoup plus difficile & démontrer dans le cas d’une politique de maintenance
liée a I’évolution du systéme comme la nobtre.
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En ce qui concerne le modeéle présenté ici, C. Cocozza-Thivent avait déja observé numé-
riquement sur quelques exemples que les intervalles inter-inspections optimaux semblaient
de type déterministe (le critére utilisé étant alors le coit moyen asymptotique, cf [20]).
Notons que les méthodes qu’elle utilise ne lui permettent de considérer que des lois inter-
inspections ayant des densités par rapport & la mesure de Lebesgue, de sorte que les lois
déterministes ne rentrent pas dans le cadre de son modeéle. Elles sont en fait obtenues
numériquement comme lois limites de lois GAMMA, lors de la procédure d’optimisation.
La méthode utilisée ici n’impose, quant a elle, aucune restriction concernant les lois des
variables inter-inspections.

Enongons maintenant notre résultat.

Afin de préciser la dépendance de A, et de as par rapport aux différentes lois inter-
inspections, nous les notons ici entre parenthéses. On note ainsi A (pq, Pa; -5 Pr) aU lieu
de A quand les lois inter-inspections sont pq, pa, ..y P

On rappelle que A™ désigne la disponibilité asymptotique du systéme initial.

Théoréme 2.11 Dansle cas ot Dy = D =p0¢ D et ot A9 est triangulaire supérieure :
1.

3

(Il existe P), 5, .., p2 telles que A (p?,pg, pgl) > A;’gi) (H)

0

(Il eziste ¢, €, ..., b, tels que A (82,80, ...; 00 ) > A (H')

3

2. Sous Uhypothése (H) ou (H'), il existe <37, P, ..., 8" tels que

2

Ao (66({1;75, (5cgpz, - 6&’,{”5) > Aco (P15 P25 s Prm) » DOUT toutes 10is pq, Py ey Pp,-

Remarque 2.12 [ arrive fréquemment que l'on ne puisse réparer les composants pen-
dant que le systéme fonctionne. Par ailleurs, méme lorsque c’est possible, il est rare qu’on
puisse le faire avec des taux de réparation constants. Cela signifie qu’une modélisation
markovienne de [’évolution du systéme en marche comme la nétre s’applique principale-
ment au cas d’un systéme formé de composants non réparables pendant que le systéme
fonctionne. Quitte & réordonner les états par ordre de dégradation croissante, on ne perd
donc guére en généralité a supposer que la matrice A1 (et donc A1) est triangulaire
supérieure. L’ hypothése "A%9 est triangulaire supérieure” n'est donc pas trés restrictive.

En ce qui concerne notre deuxiéme hypothése, a savoir Dy = Dg, elle signifie que ['on
redémarre dans un état de marche donné avec la méme probabilité aprés une réparation ou
une opération de maintenance. Flle peut sembler restrictive au premier abord. En pratique,
lorsque 'on s’intéresse a la disponibilité asymptotique, ce qui différencie une réparation
d’une opération de maintenance, c’est principalement deux choses : d’une part, le temps
d’attente de [’équipe de réparateurs au moment ot l'on constate que l'on en a besoin. (A
priori, lors d’une panne, elle n’est pas présente, alors que l'on peut imaginer que ce soit
un réparateur qui inspecte le systéme). D’autre part, le temps nécessaire au redémarrage
du systéme, qui peut étre beaucoup plus long aprés une panne qu’aprés une opération de
maintenance. En revanche, on peut tout & fait imaginer que l'on répare le systéme de la
meéme facon pendant une réparation ou une opération de maintenance. En d’autres termes,
on peut tout & fait imaginer que Dy = Dp.

Démonstration.
On montre tout d’abord que la conclusion du deuziéme point est valide sous [’hypothése

(H').
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On suppose donc (H') vraie.

On a clairement

lim Acc (b¢y, 06050y 0c,,) = Agy

€1,62,...,Cm—+0C
et

lim Acc (6¢y,6¢p5--30c,,) = 0.

D’apres (H'), on en déduit que la borne supérieure des Ao (6cy,0cq; -5 Oc,,,) POUT

(c1,¢9, ..., Cp) décrivant (Ri)m est en fait la borne supérieure des Ay (6¢;;0cys o500, )
pour (e, ¢a, ..., ¢ ) décrivant un compact de (]Rj_)m 11 existe donc ( PP "pf> tel
que

Aco (515257,,) > Aoo (80118060 ) | (2.28)

pour tous ¢1,¢o, ...,y > 0.
t s .
Notons A% = A (66({1;75, (5cgpz, e 6@’}?") et P; la propriété suivante, pour ) <i < m :

(R) { Ag]gt > Aoo (60176627 ---7(Sci7pi+17 /pm> s

pour tous c1, ..., ¢; >0, p;1q, ..., Py, 10is quelconques.

D’aprés (2.28), P, est vraie. Notre probléme est de montrer que Py est vraie.

Ftudions la forme de I'inégalité intervenant dans F;, pour 0 < ¢ < m.

A% > Ay (5(:1,(5(:27---,(5(:”/)7;“7---,/),77,)
s a® <ay (661,662,...,(5ci,pi+],...,pm)
s aft < Db (( — ) 9AaB (Fe) 0B (e )> (¢f théoréme 2.4 et §2.4.1.2)
St DB (I, — b) g1™
& a®P'DB (I, — b) g1™ < DB (I, — b) gAsE (R.) + DBOE (M,)
& a®'DB (I, — b)g1™ < DB(I,, — b) gAsE (R,) + DB (—1I,,, + b+ I,,) E (M,)
& DB(I, —b) (aggtgw — gAE(Ra) +E (M.)) < DBE (Ms). (2.29)
De plus,

1 -K
B (Irn - b) = < (T]mi]q,q —Bqu’qK + Im/,q _ Bqu,qu > (Cf (219))

ou on rappelle que
K = (Iq — B(Lq)il BQJ’”/*Q.

Afin de bien comprendre la dépendance de (2.29) relativement aux lois p1, pg, «ovs Ppms
on note maintenant (*)kn toute matrice d’ordre (k,n) indépendante de pq, py, ..., - De
plus, le symbole < signifie ici ”équivalent & une expression de la forme”.
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On obtient :

Aggt Z Aoo (6617662:---:6C7t:p7j+]=-“:pm>
[ m— I -K m,
(<*)Lq ’ (*)L q) < ()mg%q OV A [y g — O > (%) ! w
1,9 1,m—q (Iq — Bq’(I)il Qam—a 02
i < ((*) v(*) > ( Bm,%q (Iq - Bq’q)il Iqu (*)qu,l J

[ [0 (01 (015 0) K 1 e rapmeamal (8,

o) () |

o ()M M ()" K ()™ ()1 ()BT (e < ()

o [(*)Lq + (*)W*%m*w} K ()™ %! 4 () bmmapmoamea (mal < ()1 (2.30)
On rappelle par ailleurs que K = [Iq — Bq’q] 1 pam=a pe dépend que des lois pq, pg, ...,
p, tandis que 6™~ %4 et ™49 ne dépendent que des lois p,.1, ..., p, (¢f remarque
2.8).
Réécrivons alors l'inégalité de P, (qui est vraie par hypothése) en précisant entre
parenthéses la dépendance des différentes matrices avec é¢,, ¢y, ---, Oc

Aggt 2 Aoo (601 3 6C27 Tt (SCm)

{(*)l,q + (*)l,m*q pm—a.49 (6 Oy wems 6Cm,):| K (6c] By s 6cq> (*)qu,l

> o Cq+1° S S (*)1,1 .
+ (%)L apmoam—q (5%“ Begs e 5Cm) (%)
En intégrant cette inégalité par rapport aux lois (quelconques) Pgt1s -+r Pms ON VOIE

immédiatement que P, est vraie.
Montrons maintenant que F; est vraie pour 0 < ¢ < ¢ par récurrence descendante.
Supposons P; vraie pour un 1 <1¢ < q. Il s’agit donc de montrer que P; 1 est vraie.
Notons X" toute matrice d’ordre (k,n) indépendante de ¢; (k,n € N*).

D’apreés (2.30), la propriété P; est équivalente & une inégalité de la forme :
XLQK ((501 5 6027 e 6Ci7pi—|—17 ] pq) Xm/i%l < X]Jv

pour tout (661 0oy s Oy Pig1s-ms pq).
Il nous faut montrer que 'on peut intégrer cette inégalité par rapport a ¢;. Pour cela,
on étudie la dépendance de K ((561, Ocgs s Ocis Pit1sees pq) par rapport a la i¢™€ ligne de b.

Rappelons qu’avec les hypothéses prises ici (A%49 triangulaire supérieure), puisque 1 <
1 < gq, I; — b%9 est de la forme

B L o 67,7 76’i,q77ﬁ
I, — pid — < 0o [ G > ,

ol b, bH97" et p97H97 désignent les matrices extraites de %7 définies de la facon suivante :

paa _ pisi pha—i
T\ peht =2t peghe—t )

Université de Marne la Vallée



2.4 Disponibilité asymptotique 77

On en déduit que (Iq — Bq’q)q peut s’écrire

XA 744\ L pi,g—i Ba—i,g—i) 1
(Iqbq,q>1:<(fi—b’) (L = b)) 7 b7 (Igy — HI7977) >’

0g—i-é (Iqﬂ: _ Bqﬂ',qﬂ')*l

avec I; — b"' = xi—1i-1 xi—1,1

0 0 1—=0b;;

oll = signifie "est égal 4 une expression de la forme” et X1~ est triangulaire supérieure.

On rappelle que b;; # 1 car {1,...,m} est non absorbant, de sorte que (Ii — 17)7:”:)71 est

de la forme

(Ii . 51,7:)4 — <X7:,7:17 : _1(,, 4X7:,1> _

On a donc
(I, — b29) -1
y . y . yi-Lla—i o
i,4—1 1 , i,4—1 1 , q—i,q—1
= (X > 1—b ) ‘ (X *1-b ) < (b@]./b@g, ---;bi,qfi) ) X
0e—%7 | X9—H9—7
= (AXW77 ]’ 16 ; b X7 ]> | X 1 X7 ! (bi,lvbi,27 b7;7q,7;) Xara
o Oq 7,1 | R ’

et K est de la forme

4,0— 1 i 4,q—1 %, —4,q—1
K = (X L X ’1) X000 e X (biy bia, ooy big i) X979 o Bam—a
f]qfi,i qui,qfi
— (X":’iil./ —lflbiﬂ; Xi’l) XHat + 1= )(7 1 (bi,17 bl"g, . bi,qfi) Xqhat
02— X4 nq—
Xifl,i X’ifl,qufi
X (bi,1:b’i,27 7b’l,’l) (bi,i+]7b’i,’i+2: “‘:b’i,m,fq)
04— | Xa—tm—q—i

i, m—g—1 1 i,1
XvmoaTt 4 17_57‘,1:X77 (b7177j+],b7j77;+2./...,b7;7m,,q)

4,0 1 i1 (p. , . . , . .
R 7 (bi1, bi2, s bigq) X

Oqfi,'i | qui,qufi
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On en déduit que P; est équivalente a une inégalité de la forme :

(1 — b77) Xbi (1 — 6777) Xtm—q—t + Xl (b,,;7,,;+] , {)7177;4,2, ey bi,qu)
Xxtha +X4! (b1, i, .-, bii) + X! (b;1,b; 2, s big ) XA
09—t | (1 —b;;) X om—a

< (1—big) XM

ou b; ; =P; (X, = j), pour tout j € {1,...,m}.

En intégrant cette inégalité par rapport & ¢; selon la loi quelconque p;, on obtient la
méme inégalité en remplacant b; ; par P; (Xg, = j), ot S1/Xo = a pour loi p;.

En d’autres termes, P;_; est vraie. Py est donc vraie.

On a donc démontré que la conclusion du deuziéme point est valide sous [’hypothése

(1)
On démontre de la méme fagon que, si, pour tous ¢1, ca; ..., ¢ >0, on a
Aoo (6(:1,6(32, ceay 6Cm) S A’(L)Téz./
on a alors

Aco (p1, P25+ Pm) < AL, pour toutes 1ois py, py, ..oy Py

En prenant la contraposée, on obtient que (H) entraine (H').
La réciproque étant triviale, il y a donc équivalence entre ’hypothése (H) et I’hypothése

(H'). W

Nous savons maintenant que, moyennant quelques conditions, on peut restreindre ’'op-
timisation de la politique de maintenance relativement aux lois inter-inspections aux lois
de type déterministe. Ce résultat est bien sfir trés utile, tant d’un point de vue théorique
que pratique. En effet, d’un point de vue théorique, il est beaucoup plus facile de rechercher
les lois optimales parmi les lois déterministes. D’autre part, d'un point de vue pratique,
il est beaucoup plus simple, pour I’équipe de maintenance, de savoir qu’il lui faut venir
inspecter le systéme a tel instant plutdt qu’a un instant aléatoire suivant telle loi (méme
si, en pratique, il peut y avoir de petites fluctuations autour des instants d’inspections).

Nous passons maintenant a 1’étude de quelques exemples.

2.4.4 Exemples

Pour chacun des trois exemples étudiés ici, nous testons tout d’abord 'opportunité de
pratiquer la politique de maintenance préventive a I’aide du théoréme 2.9 (les hypothéses
(H1) et (Hs) sont ici toujours vérifiées). Pour cela, on pose z (i) = E; (T) — a’ (Dg) x
E; (Rép) pour tout 2 < i < m. Nous savons alors, d’aprés le théoréme 2.9 que, si
E (M;) <z (i) pour tout ¢ +1 < i <m (avec 1 < g <n — 2), la politique de maintenance
préventive améliore effectivement la disponibilité asymptotique, et cela pour n’importe
quelles lois inter-inspections (c¢f remarque 2.10). En revanche, sl existe g+ 1 < i <m
tel que E(M;) > x (i), le théoréme 2.9 ne permet pas de conclure. Nous recherchons
alors la disponibilité asymptotique du systéme maintenu optimale et nous la comparons
avec celle du systéme initial.

Remarquons que, dans les différents exemples que nous étudions ici, les lois de redé-
marrages Djs et Dg sont portées par {1, ...,q}. D’aprés la remarque 2.8, la disponibilité
asymptotique ne dépend alors que des lois inter-inspections p;, py, ..., p,. L’optimisation
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2.4 Disponibilité asymptotique 79

ne se fait donc que sur ces lois. En ce qui concerne cette optimisation, nous nous limi-
tons aux lois déterministes lorsque c’est possible, c¢’est-a-dire lorsque les hypothéses du
théoréme 2.11 sont vérifiées. Lorsque ce n’est pas le cas, il nous faut considérer des lois
inter-inspections de type général. Comme on ne peut pas regarder toutes les lois possibles,
on a choisi une famille relativement riche, a savoir les lois GAMMA. On a ainsi calculé la
disponibilité asymptotique pour ce type de lois et on a cherché, a I'aide des routines d’op-
timisation numérique implémentées dans MATLAB, quels étaient les meilleurs paramétres
de ces lois.

Exemple 2.13 On considére un systéme de type "k sur n” composé de n composants
identiques et indépendants, non réparables tant que le systéme fonctionne, de tauzr de
défaillance constant A (cf 1.3.5.1 pour la description d’un tel systéme, les notations et la

forme de Aq).

Les inspections ne donnant pas lieu o une maintenance se font sur les états 1 a q, ot
q varie de 1 & m — 1. (On rappelle que m = n — k + 1). Le systéme est au départ dans
I’état de marche parfaite 1, et une réparation ou une opération de maintenance remettent
le systéme dans l’état 1.

Pour calculer la disponibilité asymptotique du systéme maintenu, on peut utiliser deux
des remarques simplificatrices du paragraphe 2.4.1.2. En effet, d’une part nous sommes
dans le cas ou Dy = Dr = D = (1,0...,0). D’autre part, il n’y a ici qu’un seul état de
panne (cf cas ot B (Rpmir) = E(R) pour tout 1 < k < p). La disponibilité asymptotique
s’écrit alors

1
1+ a

[ ol

avec

DB(EGDUhfbﬂm+ﬁEMLD
DB (I, —b) gl

oo =

Numériguement, nous prenons les mémes valeurs numériques que C. Cocozza-Thivent

dans [20], c’est-a-dire

1
k= 20=1B(R)=,
E(M;) = ﬁ, pour tout g+ 1 < j < m.

(Nous avons d’ailleurs comparé nos résultats numériques qui sont identiques).

Nous commencons par tester lopportunité de pratiquer la politique de maintenance
préventive & l'aide du théoréme 2.9.

L’hypothése (Hq) est ici vérifiée (puisque Dpy = Dpg). De plus, (H2) est vraie car
AME(5;) < AT (DR), pour tous q+1<i<m=n—1et1<q<n-—2, cest-a-dire pour
tout 2 <i <n—1. Le tableau 2.1 donne alors les valeurs de x (i) = B; (T) — a™ (Dg) x
E; (Rép) et de E(M;) pour2 <i<n—1.
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V[ [ 7 [ 5 [ 4 [ 5 [ & 7 [ 5]
3 () | 0.008
E(M;) | 0.002
7 | () | 0.0046 | 0.0108
E(M) | 0.002 | 0.003
5 | z@G) | 0.0031 | 0.0070 | 0.0122
E(M;) | 0.002 | 0.003 | 0.004
6 || ©() | 0.0025 | 0.0051 | 0.0085 ] 0.0131
E(M,) | 0.002 | 0.003 | 0.004 | 0.005
7 z(i) | 0.0018 | 0.0039 | 0.0064 | 0.0095 | 0.0137
E(M;) | 0.002 | 0.003 | 0.00f | 0.005 | 0.006
8 | z(i) | 0.0015| 0.0031 | 0.0051 | 0.0074 | 0.0103 | 0.0142
E(M;) | 0.002 | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.007
9 | x() | 0.0012] 0.0026 | 0.0041 | 0.0060 | 0.0082 | 0.0109 | 0.0145
E(M,) | 0.002 | 0.008 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.007 | 0.008

Tableau 2.1. Ex 2.13. Test de apport de la maintenance (disponibilité)

D’apres ce tableau, on peut d’ores et déja affirmer que la politique de maintenance
préventive améliore la disponibilité asymptotique pour 3 < n < 6 et q quelconque, pour
7T<n<8eq>3 purn =9 et q >4, et cela pour n'importe quelles lois inter-
inspections. Dans les autres cas (les cas en gras), on ne peut conclure sans regarder la
disponibilité asymptotique.

Nous recherchons alors la disponibilité asymptotique optimale. Les hypothéses du théo-
réme 2.11 étant ici vérifiées (Dpyy = Dpg el Ay triangulaire supérieure), nous nous
contentons d’étudier les politiques de maintenance préventives correspondant ¢ des lois
inter-inspections de type déterministe.

Pour chaque valeur de n, le tableau 2.2 ci-dessous donne la disponibilité asymptotique
du systéme initial AT et pour chaque valeur de 1 < g < n — 2, la disponibilité asympto-

. . X ) to t opt t
tique optimale du systéme maintenu ASE ainsi que son argument (c‘fp O ), en

italiques, juste en-dessous.

t opt t . .
On ne donne pas toutes les valeurs de (c‘ljp ,coF ,...,cgp> car les variations de la dis-

ponibilité asymptotique sont parfois trés faibles autour de son mazximum, de sorte qu’une
trés grande plage de (]Rj_)q donne la méme disponibilité asymptotique. (Cela signifie que
de petites fluctuations autour des instants d’inspections n’ont en fait guére d’importance).
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n|| A |q:1 q:2|q:3|q:4|q:5|q:6|q:7|
3 || 0.9766 | 0.9940
4 1| 0.9819 | 0.9924 | 0.9949
0.0852 .
51 0.9847 | 0.9922 | 0.9935 | 0.9949
0.3020 | 0.0848
0.0680 .
6 || 0.9864 | 0.9923 | 0.9928 | 0.9936 | 0.9948
0.4861 | 0.3524
0.2881 . .
7 || 0.9876 | 0.9923 | 0.9925 | 0.9929 | 0.9935 | 0.9945
0.6447 | 0.5916 | 0.4225
0.4978 | 0.53673
0.3004 . .
8 || 0.9885 | 0.9923 | 0.9923 | 0.9924 | 0.9928 | 0.9934 | 0.9943
0.7957 | 0.7801 | 0.7110 | 0.5093
0.6772 | 0.6255 | 0.4589
0.5271 | 0.5986
0.3260 . .
9 1| 0.9892 | 0.9921 | 0.9922 | 0.9922 | 0.9923 | 0.9926 | 0.9931 | 0.9940
0.9487 | 0.9453 | 0.9249 | 0.8456 | 0.6148
0.8440 | 0.8296 | 0.7646 | 0.5665
0.72253 | 0.6734 | 0.5093
0.5686 | 0.4420
0.5615

Tableau 2.2. Ex 2.13. Disponibilité asymptotique intiale et optimale

On s’apercoit ici que la politique de maintenance préventive améliore dans tous les cas
la disponibilité asymptotique. Les conditions du théoréme 2.9 sont donc des conditions
suffisantes mais pas nécessaires.

En ce qui concerne ['optimisation par rapport & q, il est facile de wvoir que, ici, la
disponibilité asymptotique est optimale lorsque ['on effectue des opérations de maintenance
uniquement sur ['état de marche le plus dégradé (cas ¢ = n — 2) et cela, pour toutes les
valeurs de n. (Ceci n’est bien sdr pas toujours vrai).

D’um point de vue numérique, on a pu observer, en effectuant les calculs, que les va-
riations de la disponibilité asymptotique en fonction de ¢; pour 1 < i < q sont d’autant
plus importantes que Uindice © est petit. Ainsi, la valeur de c;’pt est tout a fait pré-
pondérante par rapport aur autres, alors que, pour un q ”assez” grand, cg’ t
n’a guére d’influence. D’autre part, pour chaque valeur de (n,q), les valeurs optimales
des durées inter-inspections c{{pt, cgpt, - cgpt sont décroissantes (c{{pt > cgpt > .2 cgpt).
Cela signifie que, comme on pouvait s’y attendre, plus le systéme se dégrade, plus il
faut l’inspecter souvent.

Exemple 2.14 Comme dans 'exemple 2.183, nous considérons ici un systéme de type
k sur n. En revanche, contrairement & ce qui se passait dans ['exemple précédent, les
composants sont maintenant réparables pendant que le systéme fonctionne. Leur taux de
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réparation est supposé constant et noté . Les autres notations sont identiques. La matrice
Ay associée a ce systéme est de la forme

[ -nA nA 0 . 0 0 0 i
w o op(n-) A (n-) A 0 0 0
0 2 S 0 0 0
Ay = . . . . .
0 0 0 . (k+2) A 0
0 0 0 (n-k-1)po ~(n-k-1) pu-(k+1) A (k+1) A
0 0 0. (n-k) (n-k) pkA |

D’un point de vue numérique, on prend :

Dy = Dgr= (1707 --'70);
m
k= 2, x=1,pu=2 E(R)=—
; , M ’ ( ) 10
et BE(M,;) = L, pour tout g+ 1 < j < m.

100

Les résultats du test du théoréme 2.9 sont donnés par le tableauw 2.3. Dans celui-ci,
les cas en gras correspondent auzx cas ot on ne peut conclure sans regarder la disponibilité

asymptotique.

[ n\i | I 3 4 5 6 7 s |
3 (i) | 0.0571
E(M;) | 0.02
4 x(i) | 0.0333 | 0.1000
E (M) | 0.02 0.03
5 z(i) | 0.0188| 0.0518 | 0.1271
E(M;) | 0.02 0.03 0.04
6 x(i) | 0.0101] 0.0262] 0.0573 | 0.1398
E(M;) | 0.02 0.03 0.04 0.05
7 z(i) | 0.0051] 0.0126 | 0.0258 | 0.0544 | 0.1424
E(M;) | 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
8 z(i) | 0.0024] 0.0058 | 0.0113] 0.0217 | 0.0474 | 0.1392
E(M;) | 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
9 (i) | 0.0011] 0.0026 | 0.0048 | 0.0087 | 0.0168 | 0.0396 | 0.1341
E (M) | 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Tableaw 2.3. Ex 2.14. Test de lapport de la maintenance (disponibilité)

Recherchons maintenant la disponibilité asymptotique optimale. Ici A% n’étant tri-
angulaire supérieure pour aucune valeur de q, on ne peut appliquer le théoréme 2.11.
Comme nous l’avons annoncé au-dessus, on considére alors des variables inter-inspections
suvant des lois GAMMA. Aprés optimisation, on trouve que les lois optimales ont un
écart-type nul, c’est-a-dire que les meilleures lois inter-inspections sont de type détermi-
niste. On retrouve donc numériquement les résultats du théoréme 2.11 bien que
les hypothéses ne soient pas vérifiées.

Les résultats sont rassemblés dans le tableau 2.4.
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| A’ [g=1[g=2]g=319g=4][9¢=5[qg=6]q=7]
0.8537 | 0.9434
0.8824 [ 0.9326 | 0.9615
0.9140 | 0.9372 | 0.9515 | 0.9712
0.3561 | 0.1138
0.089
6 | 0.9431 | 0.9470 | 0.9519 | 0.9627 | 0.9789
0.8585 | 0.5296 | 0.1623 | 0.0090
0.4075 | 0.1379 | 0.0016
0.1069 | 0.0001

o] | wfl S

<1074
7 [[0.9658 | A7 | AT [ AT [0.9703 | 0.9853
0.3308 | 0.04
0.0300 | 0.01
0.0003
0.0001
<1074
8| 0.9812 | A™ A A A A 10,9904

0.1

9 09903 | Az | Am | A | AT | AT | A7 ] 0.9942
Tableau 2.4. Ex 2.14. Disponibilité asymptotique intiale et optimale

Les trois remarques d’ordre numérique de 'exemple 2.13 concernant, d’une part, le
opt opt opt

mangque de précision de l’argument (c] ,Cy 4y Cg ) de Aggt, d’autre part, Uinfluence res-
pective des différents ¢; pour 1 <1 < q et enfin le caractére décroissant de (ci’pt./ cgpt, - cgpt>
sont encore valables.

Par ailleurs, pour chaque valeur de n, la disponibilité asymptotique est encore optimale
lorsque l’on effectue des opérations de maintenance uniquement sur I’état de marche le plus
dégradé.

En revanche, contrairement o l'exemple 2.13, la maintenance n’améliore pas la dis-
ponibilité asymptotique dans tous les cas. Ainsi, pour n = 7, il ne faut pas effectuer
d’opérations de maintenance sur les états 2, 3 et 4 sous peine de diminuer la disponibilité
asymptotique. Si l’on regarde le test fourni par le théoréme 2.9, on s’apercoit que,
bien que ce test ne soit qu’une condition suffisante (cf remarque exemple 2.13 ou ici
les casn =5 et n = 6), il nous donne malgré tout un bon ordre de grandeur pour
les valeurs maxrimales des durées moyennes de maintenance (cf casn =7, 8,
9). En effet, lorsque x (i) est nettement plus petit que B (M;), il est inutile de maintenir
le systéme. En revanche, lorsque x (i) est du méme ordre de grandeur que B (M;) (avec
malgré tout x (i) < E(M;)), méme s’il peut éventuellement étre intéressant de maintenir
le systéme, 'amélioration de la disponibilité asymptotique n’est pas trés importante.

Exemple 2.15 On considére a nouveau le cas d’un systéme k sur n avec des composants
non réparables pendant que le systéme fonctionne (cas de l'exemple 2.13). On prend
encore Dy = (1,0, ...,0). En revanche, on prend maintenant Dgr # Dyy. Le probléme est
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84 Chapitre 2. Un modéle de maintenance préventive conditionnelle

de voir si les résultats du théoréme 2.11 sont encore valides dans ce cas.

Pour 1 < g <5 fizé, on prend D = 6,4. (Si U'on veut améliorer le systéme, il est
souhaitable que D soit "meilleur” que 8411, Ogy2, ..., Om, cf théoréme 2.9). Le systéme
initial n’est donc pas le méme pour chaque valeur de q.

On prend
T k=2 A=1, B(R) — = — -4
n = g = ) = — — ——
’ ’ ’ 5 100
et BE(M;) = L,pourtoutq—‘—lgjgm:&

100

Les résultats du test du théoréme 2.9 sont donnés par le tableau 2.6.

La\i | 2 [ s | 4 [ 5 | 6 |

. (i) 0.0170 | 0.0369 | 0.0603 | 0.0906 | 0.1304

E(M;) | 0.0200 | 00300 | 0.0400 | 0.0500 | 0.0600

) F0) 0.0207 | 0.0455 | 0.0766 | 0.1179
E (M;) 0.03 0.04 0.05 0.06

5 (i) 0.0265 | 0.0596 | 0.1038
Tl BOM) 0.04 0.05 0.06

2 (3) 0.0369 | 0.0862
S By 0.05 0.06
R (1) 0.06
E (M;) 0.06

Tableau 2.6. Ex 2.15. Test de l’apport de la maintenance (disponibilité)

D’aprés ce tableau, en choisissant des redémarrages dans l’état q¢ aprés une réparation,
nous sommes toujours dans le cas critique ou la condition suffisante du théoréme 2.9 ne
nous dit rien (sauf dans le dernier cas).

Apres optimisation (en utilisant des lois GAMMA ), on trouve que les lois inter-
inspections optimales sont encore de type détermaniste. Par ailleurs, la disponibi-
lité asymptotique est presque toujours améliorée par la maintenance (sauf dans le dernier
cas), cf tableau 2.5 ci-dessous.

¢ [ 1 [ 2 [ 5 1 4 [ 5 ]
AT (6, |1 0.8934 | 0.8896 | 0.8830 | 0.8713 | 0.8475
A 0.9290 | 0.9165 | 0.907 | 0.8794 | AT (5,)

Tableau 2.5. Ex 2.15. Disponibilité asymptotique intiale et optimale

En conclusion de ce paragraphe, il semblerait que ’on puisse toujours se limiter a
des variables inter-inspections de type déterministe pour optimiser la mainte-
nance, du moins lorsque le critére utilisé est la disponibilité asymptotique. (Nous I’avons
vérifié sur quatre exemples sortant du cadre d’application du théoréme 2.11, dont deux
ont été cités ici). Par ailleurs, nous avons vu que le théoréme 2.9 nous donne, sous des
conditions naturelles, un bon ordre de grandeur pour les valeurs maximales des

Université de Marne la Vallée



2.5 Coilit moyen asymptotique 85

durées moyennes de maintenance, pour que la politique de maintenance préventive
améliore la disponibilité asymptotique.

2.5 Cotlit moyen asymptotique

Nous nous intéressons maintenant & un critére qui est peut-étre plus utilisé d’un point
de vue industriel que la disponibilité asymptotique, a savoir le cotit moyen asymptotique,
c’est-a-dire le cotit moyen par unité de temps sur une trés grande période de temps.

Le schéma d’étude est le méme que pour la disponibilité asymptotique, ce qui nous
permet une rédaction plus rapide que dans le paragraphe précédent.

2.5.1 Calcul du cotit moyen asymptotique

Nous montrons ici que le cotit moyen asymptotique du systéme maintenu existe et nous
le calculons.
Nous prenons en compte les cofits suivants :

~ CHI™P = cofit horaire d’immobilisation du systéme pour réparation (aprés une
panne)

i

C’Fﬂ}fipk = coit fixe d’une réparation associée a I'état m + k pour 1 < k < p (cott

des piéces de rechange + cotit de déplacement par exemple),

- C’Hﬁfk = coft horaire d’une réparation (de durée R,,,j) associée a I'état m + k

pour 1< k < p,

— CHIMaimt — conit horaire d’'immobilisation du systéme pour une opération de main-
tenance,

C’Fﬁi”‘””f = cofit fixe d'une opération de maintenance associée a I'état p; pour g+1 <
7

j < m (cotit des piéces de rechange + coiit de déplacement par exemple),

- C’Hljﬁamt = colt horaire d'une opération de maintenance (de durée M) associée a
) ) .
létat p; pour g+1<j <m,

— C'I = cotit d’une inspection.

Afin de simplifier I'écriture, on note aussi

C’ﬁipk = C'Fﬁipk + (C’Hﬁipk +C'HIRép) E(Rpik) pour 1 < j <p.
C’ZLW””” représente le cotit moyen d’une opération de maintenance associée a I'état p;
g u
pourg+1 <35 <m.
Cﬁfk représente le coit moyen d’une réparation associée a I’état de panne m+ k pour
1<k<p.
On note aussi
00 .
Maint Cmffl
. Hqt1 ;
CJMaznt — ) ot CRep —
. ]éép
Maint C )+
Clin mr
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86 Chapitre 2. Un modéle de maintenance préventive conditionnelle

Soit maintenant C (t) le cott d’exploitation du matériel dans 'intervalle [0, £].
Le coflit moyen asymptotique du systéme maintenu, s’il existe, est alors défini par

C = lim —E(C(f))
t—+oc t

C représente donc le cotit moyen par unité de temps sur une grande période.

Théoréme 2.16 Le cotit moyen asymptotique du systéme maintenu existe el vaul

CI x b1™
¢ | 5 o (Cten o B0t (e
+3P {CFﬁipk (CHETﬁCHIRéP) ]E(Rm+k)} % (Im — b) gAs (9, k)
m
= KDMRB | CIxb1™ 4+ %" O™ x (e, j +Z CHRP X (I, — b) gAs (o, k)
J=q+1

= #DamB (CTx 41"+ 0OV 4 (I — ) .quCRép)

o K est la constante définie dans le théoréme 2.3.

Remarque 2.17 Il est facile d’obtenir le coit asymptotique moyen du systéme initial
(noté C'™) ¢ partir des formules précédentes. Il suffit en effet de prendre b = ™™ et
B = 1,,. On obtient ainsi :

DrSfs [CEfe + (CHuh + CHIM ) B (R )| % 943 (o.1)

oo
Dy (1m + 4B (R)
_ DrY o Oy X gAa (e.k)
 Dgy (1m + 4B (R,))
B DpgA,CRP
" Do (11 + A R)
Démonstration.

On note Ny (t) (respectivement Ny (]Jt1,%2])) le nombre d’inspections effectuées dans
I'intervalle de temps [0, ] (respectivement |¢7,#9]).

On note par ailleurs NIZ[‘””T (t) (respectivement Nn]fip] (t)) le nombre d’opérations de
maintenance (respectivement de réparations) associées a I’état 1 (respectivement m + 7)
ayant lieu sur [0, 7].

On a alors :
C(t) = CIxN;(t)

m o+
Maint Maint Maint Maint
+ §+1 {CFM x N () + (CHMO™ g CHIME) | /0 I Zsuj}ds}
J1=q

"
+Z [ mik X Nn}q%ffk( )+ (CHR?S« + CHIRep) X /0 H{Zsm+k}d5:| :

c)

, C . . E
L’existence et la valeur de chacune des limites intervenant dans limy_, 1 ( 7= sont
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2.5 Coilit moyen asymptotique 87

alors données par [21].

Plus précisément, rappelons que v désigne la loi stationnaire de la chaine de Markov
(Y,) associée au processus semi-régénératif (7;), les instants de semi-régénération étant
notés (Ty,) (¢f démonstration du théoréme 2.3).

D’apres le point 1 de cette démonstration, nous savons que, quitte a restreindre 'espace
d’etats a C = {1 <i < m tel que Dg (i) + DM( i) # 0}, on peut supposer la chaine (Y},)
irréductible. Tout point ig de {1,...,m} est alors un point de régénération de (Z;). Notons
T =inf(n > 1/Y,, =1p) et S = Tr. La chaine (Y;,) étant irréductible, & valeurs dans un
espace d’états fini, on a clairement E; (7) < 400 et E; (S) < 400 pour tout 1 <4 < m. De
plus, la loi de S sous P;, n’est pas arithmétique. On peut alors appliquer la proposition
3, puis la proposition 6 de [21] 4 la fonction ® définie par @ (t) = [0 Iz, —m+ryds pour
1 <k <p, telle que E; (® (5)) <E; (5) < +o0.

On obtient ainsi

B (fTzmminds) B (J5 Tzmminds)
lim =
t——+oc t Eio (S)

>t v (i) (/o Iiz, m+k}d5)

= = ]{: .
ST v B () T
De la méme facon
it Y
i BT )  EE OB )
oo t Zi:] v (i) B (T1) 7
Pour @ (t) = Nﬁipk (t), on a aussi E; (P (S)) < E; (1) < +o0, pour tout 1 <i < m et
on obtient de méme
Ré m . Ré
COE(NRR W) S @R (N (1)
im -
f=oc t >y v (i) B (Th)

— nzm:DMR (1) By (anfffk (T])>

= I{ZD]V[R ( Tf—m—i—k)

= K ZDMR (1) (B (Im — b) gA2) (i, k)

(cf point 2 de la démonstration du théoréme 2.3)
= K (DupB (Im — b) gA2) (k)
= HDJLIRB( —b)gAQ( )

On a bien stir des résultats similaires pour les états de maintenance. Le dernier résultat
s’écrit ainsi

0)
= kDyrBb(e,j), pour ¢ +1<j <m.
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88 Chapitre 2. Un modéle de maintenance préventive conditionnelle

Prenons maintenant ® (t) = Ny (t) et vérifions que E; (N7 (S)) < 400 pour tout 1 <
i < m. Rappelons pour cela que la n'*™® inspection a lieu a l'instant S, = > Uk,
ot U®) a pour loi px et est indépendante de Xg,, ... X, ,. En utilisant le principe de
démonstration de l’idefitité de Wald, on obtient :

N (Ty)

Ei (Sny(ry)) = Ei Z vt | = ZEZ <Z U(k)]I{NI(ﬂ)—n})
n=1 k=1
- ZE7 (U(k) ZH{N,(T1)n}> - ZE7 (U(k)H{NI(T1)Zk}) '
k=1 n=k k=1

Par ailleurs, {N; (T1) > k} = {Xg, <qNXg, <gN..NXg, , <gq} €0 (Xg1 , X8y, "'XSk71>
ol o (XSI,XSQ, “‘XSk—l) désigne la tribu engendrée par Xg,, Xg,, ... et Xg, .
UK et L, (r)>ky sont donc indépendantes. On en déduit :

B (Snyr)) = ZE( ) (N7 (T1) > k)

v

R — minE: (7% .
r’g?E,( ) X ;R (N1 (T}) > k) = minE, (U ) x B; (N7 (T1)) .

Par ailleurs, comme .];;roo t.p; (dt) > 0 pour tout 1 < j < m, mingE; (U(’“)) =
mini<;<m .];;roo t.p; (dt) > 0. Comme E; (SNJ(T1)) < E; (Th) < oo, on déduit de ce qui

PR ) Ei<SNI(T1))
précede que E; (Ny (1)) < T B (U] < +00.

De la méme facon,

T7—1
E; (N1 (9)) = Ei(N;(Th)) +E; <ZNIGT7L7T7L+1D]I{T>2}>

n=1

+oo k—1
= B (N7 (1)) + > _E <Z Ni (1T, Tota]) H{Tk})

k=2 n=1
“+oc

= B (N (1) + > B (N1 (1T, To1]) Trspany)

n=1

+oc

< Bi(Nr (1) +Bi (N7 (171, T2)) + ) Bi (N7 ([T, To]) Tromy) -

De plus, pour n > 2, Ny (]T),, T, +1]) est une variable aléatoire indépendante de X,
. Xr,_,, alors que {7 > n} €0 (Xp, .. Xr, ).
N1 (T, Thya]) et Iir>pn) sont donc indépendantes. On en déduit :

“+oc
Ei (N7 (8)) < Bi (N7 (Th)) + B (N7 (T4, T2])) + Y Bi (N7 (T, Tt ])) Pi{7 2 .

n=2
Par ailleurs, E; (N7 (]T5,, Th+1])) < maxi<j<m BE; (N7 (T1)) pour tout n > 1 et

E; (N] (S)) < max E (N[ (Tl)) (2 + E; (T)) < +00.

1<j<m
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On peut donc a nouveau utiliser les résultats de [21] et on obtient :

o BEO(®) 3 v () B (NG (Th))
ftoo t Yoy v (i) B (T1)

Calculons maintenant E; (N (77)).

Ei (Nt (Th)) = Xq:E (NI (1) Ly x,, :j}) T zm: Ei (N] (T1) I x, :j})

J=1 J=q+1
+Bi (N7 (1) Tyres,y) -

De plus,

DB (NI ()T, ) = DBV (1)) /X5, = §)Bi (Xs, = J)

B
—_

(Bj (N1 (T71)) + 1) x b 5,

q

=
—_

le 71”7 correspondant a l'inspection a l'instant Sy.

On en déduit

Ei (N] (Tl)) = (Ej (N[ (Tl)) + 1) X bz"j + Z IE'::Z (1 X ]I{XS] :j}) —FEl (0 X ]I{T<Sl}>

1 J=q+1

)=

.
Il

(Bj (N7 (T1)) +1) X bij + > bi
J=q+1

I
.MQ

w
Il
—

q m
E]' (N] (T])) X 677] + Zb7] + Z 677] (en développant)

I
.MQ-

j=1 j=1 j=q+1
q m
= > Ej (N (Th) x bij+ Y b
j=1 J=1

D’apres le lemme 2.2, on a donc

(B (Nt (Th))1<icm = Bb1™.

Dot :

. BN (1) vBbI™ -
| = = kD pBb1™.
T ST v (i) B (1) MR
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90 Chapitre 2. Un modéle de maintenance préventive conditionnelle

On déduit alors de ce qui précéde que le cofit moyen asymptotique existe et qu’il vaut
C = (CIx KZD]\,{RBbim

m
+ 3 [CFfamt % kDprrBb (e, §) + (CH,f“mt + CHIMW) T (Hj)}

J=q+1
P
n [cpjipk w kDargB (I, — b) gAs (e, k) + (CHRePk n CHIRPP) x 7 (m + k)}
k=1
CI x b1™
Ly {CFﬁipk (Cﬂﬁfk + CHIRéP> B (Rm%)} (Im — b) gAs (o, k)
(d’apres le théoréme 2.3)
m
= KDygrB [ CIxb1™+ ) O™ x b (e, ) + Z p X (I — ) gAs (e, k)

J=q+1

= KDuB (CTx b1I" =4OV - (1 —1) gAzCRép>
avec les notations simplifices. W

D’un point de vue numérique, la seule inconnue dans la formule du coit moyen asymp-
totique est 1a encore la matrice b. Nous utilisons la méme méthode que pour la disponibilité
asymptotique (cf lemme 2.6).

2.5.2 Une condition suffisante pour que la maintenance améliore le cofit
moyen asymptotique

Nous avons démontré au paragraphe 2.4.2 que, sous des hypothéses naturelles (redé-
marrages aprés une opération de maintenance au moins ”aussi bons” qu’aprés une répara-
tion, états ¢+ 1 & m plus dégradés que I'état moyen de redémarrage aprés une réparation),
si les durées moyennes des opérations de maintenance ne sont pas ”trop longues”, alors
la politique de maintenance préventive améliore la disponibilité asymptotique. L’intérét
de ces conditions est qu'elles sont indépendantes des lois inter-inspections (cf remarque
2.10) et par 1a méme trés faciles a vérifier. Peut-on avoir le méme type de résultat pour
le cotit moyen asymptotique ?

Quelle que soit la fagon dont on I’étudie, il est clair que le colit moyen des inspections
par unité de temps fait nécessairement intervenir le nombre moyen d’inspections par unité
de temps et donc aussi les lois inter-inspections. Ainsi, contrairement & ce qui se passait
pour la disponibilité asymptotique (qui ne fait pas intervenir le nombre d’inspections),
on ne peut pas espérer obtenir ici de conditions qui soient encore indépendantes des lois
inter-inspections, du moins dans le cas ol le cott des inspections n’est pas nul. On peut
certes écrire des conditions dans le cas général (¢f (2.34) ci-dessous), mais elles ne sont
guére plus facile & utiliser que le cott lui-méme et ne présentent que peu d’intérét. Nous
nous contentons donc de donner des conditions dans le cas ol les cotits d’inspections sont
nuls (ce qui signifira en pratique négligeables devant les autres cofts).

Comme pour le théoréme 2.9, si U est un vecteur de probabilité sur {1, ..., m}, on note
C™ (U) le cotit moyen asymptotique du systéme initial si les redémarrages du systéme
aprés une panne sont controlés par U au lieu de Dg. (On a donc C (Dg) = C™™).
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Théoréme 2.18 Supposons que l'on ait

Cz‘m’ (DM) < sz (H])
C™ (6) > C™ | pour tout k € {q+1,...,m} (Hs)

et
CT (coat d’une inspection) =0 (Hs)

Si le cott de la maintenance n’est pas trop élevé, ou plus précisément si
Gt (917 + g 4B (R () - B(M) < (g4:C™9) () (281

pour tout q+1 < 7 <m,
alors la politique de maintenance préventive améliore le cott moyen asymptotique
(C < C’im).
Remarque 2.19 Comme pour la disponibilité asymptotique (théoréme 2.9), I’hypothése
(Hy) traduit le fait que les redémarrages selon Dyy sont au moins aussi bons que les
redémarrages selon Dpg et Uhypothése (Hy) signifie que les états ¢ +1 & m sont plus
dégradés que [’état moyen de redémarrage du systéme initial aprés une réparation. (La
encore, il est facile de voir que (Ha) est en fait inutile car elle est contenue dans (2.31)).
Notons que (2.31) signifie bien que le codt de la maintenance ne doit pas étre trop
élevé, comparé au codt des réparations. En effet, on peut tout d’abord remarquer que
(gAgC’Rép) (j) représente le coit moyen d’une réparation a la fin d’un cycle du systéme ini-

tial ayant démarré dans l’état j. D’autre part, (gim + gAs (R.)> (7)) =E; (T)+E; (Rép)

représente la durée moyenne de ce méme cycle. (gAQC’RéP) (j) représente donc le coit
moyen du systéme initial partant de j sur une durée égale o B, (T) + E; (Rép). Considé-
rons maintenant le systéme maintenu au moment ot [’'on commence une maintenance dans
Uétat p;, c’est-a-dire au moment ot on le trouve dans [’état j lors d’une inspection. Le
membre de gauche de (2.31), a savoir Cﬁf“mt—i—(}’im X ((gim + gAsE (R.)> () —E (]Wj)>,
peut alors, en gros, étre interprété comme le cotit moyen du systéme maintenu & partir de
ce moment-la, sur une durée égale o E; (T) + E; (Rép) (coit de la maintenance + cotdt
de fonctionnement sur le reste de la période). (2.31) signifie donc bien que le codt de la
maintenance ne doit pas étre trop élevé comparé au codt des réparations.

Afin de mieux comprendre l'influence des différents paramétres de la maintenance,
développons maintenant le cott de la maintenance dans (2.31). On obtient ainsi :

C Fétfaint 4 (C Hi\faint 1 O [ [Maint _ C«ini) « B (M)
< gA T (j) - O g (1™ + A (RG) ) (), pour tout j € {q+1,...,m}

On en déduit que si C’H%“mt—l—CHIM“mt < C™ | et si les maintenances sont suffisamment
longues en moyenne, (2.31) est toujours vraie. Cela s’explique par le fait que, dans ce
cas, cela cotte moins cher de rester dans [’état de maintenance que de laisser le systéme
redémarrer et risquer une nouvelle panne. Ce résultat n’a bien sir aucun intérét en soi :
s’il est préférable de maintenir tout le temps le systéme pour diminuer le codt, il vaut sans
doute encore mieux l'arréter, ce qui codtera encore moins cher... Cette remarque nous
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montre en revanche que, d’un point de vue pratique, il n’est sans doute pas trés réaliste
d’tmaginer des cotts horaires de maintenance trop petits et qu’il faut les choisir tels que
C’HM‘“m + CHIMaint > i G ce n'est pas le cas, il est sans doute souhaitable de
contmler la disponibilité asymptotique en méme temps que le cott.

Démonstration. Le principe de démonstration est le méme que pour le théoréme 2.9.
Afin de simplifier I'écriture, le vecteur gA3CTP est noté ici CF.
D’apreés le théoréme 2.16, le cofit peut alors se mettre sous la forme

C = kDypB (CI x b1™ + bCM*™ + (1,,, — b) C*)

avec

K= {DMRB ((Im —b) (E. (T) +E. (Rép)) +0E (M.)ﬂ o

(On rappelle que Eq (Rép) = gAsF (R.) et Bo (T) = g1™).
Par ailleurs, nous avions montré dans la démonstration du lemme 2.7 que

DB (Im — D) Ba (T) = DB (T) — (D‘}V,RK + D%%) Ba (1) °
et DypBYE(ML) = (DfzK + Dy L) B

On a de la méme facon :

DyrB (I, — b) (E. (T) + E, (Rép)> = Duwyr (E- (T) + Ea (Rép)>
— (Phink + D) (B0 + B (Rew) " 7).

DB (In = b) € = DypC" — (DY zK + Dy L) CF

et Dy BbOMamt - — (D‘JZV[RK + DTIR‘JL> COMaint™ 4

. L ~m—q . . .
ou, si X désigne un vecteur colonne d’ordre m, X désigne le vecteur colonne formé
par les m — g derniéres composantes de X.

On obtient ainsi

CI x D]WRBbim + (D?\IRK + D%RQL> C'Maint 4

C=x R . g
+DarrCE — (DY K + Dy L) CF

avec

-1

Dirre (Be (1) + Bu (RAp]) — (DK + Dy'L) (BT

+ B (Rep)" )
_ —_—m—q
+ (DY K + Dy L) B (ML)

K =

Par ailleurs, d’aprés la remarque 2.17, on a
DrCHE

o= Dp (]E. (T) +E, (Rép)> ’

avec la nouvelle notation utilisée ici (C®).
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On en déduit :

&
C1I x D]\/[RBbim -+ (Dq K+ D™ qL> CMaint ™ -4
MR MR g X Dpg (E. (T) + Ea (Rép)>
+DprCH — (D(,IWRK + DK};L) CE
Dwmr (E. (T) +E, (Rép)>
< |~ (DhaK + DpL) (B = Ba (i)™ ) | x DRC" (2.32)

+ (D8 K + DY) BOML)

Montrons tout d’abord que, sous ’hypothése (H1), nous avons C™ (Dyrp) < O™,
¢’est-a-dire

(DarCr) D (Ba (T) + Ba (ReD) ) < Darie (Ba (T) + Ea (Ré9)) (DrCr).  (2.33)

(2.33)

(DatB (I~ b)1™) D + (D Bb < o )) DM} O™ x Dy (Bu(T) + Bu (Ré))

‘
< [ DB (I, — b)1™) D + <D Bb< 132 )) DM} (]E. ) +E, (Rép)> x (DRCE)
(

DRBb< - >) (DnC™) x Dy (B (T) + B (Rép))

< <DRBb< 122 >> Dy (E. (T) + E. (Rép)) x (DrC™),

en développant et simplifiant.

04

Comme DrBb < im—a > > 0, il est suffisant de vérifier que

(DyCR) x Dy (E. (T) + E. (Rép)> < Dy (]E. (T) +E. (Rép)> x (DRCHY,

ce qui est vrai car C™ (D) < C™ (Dg), par hypothése, et (2.33) est vraie.

Grace a (2.33), pour avoir (2.32), il est maintenant suffisant d’avoir

C1I x Dy rBb1™ + (D(]]\/,RK + DTIRQL> Cl\fmm‘ -4
q m—q R ~pmh—aq X DR (E° (T) + EO (Bép)>
o (D]\/fRK + DIWR L> C

m m—q ——~M—q
(DjIRKJrDAIRqL) (]E " ! + B, (Rép) )

- q m—q ) X DRCR"
+ (DAIRK + D]VIR L) B (]\/[0)
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c’est-a-dire

CI % Dy pBbI™ + (D gk + Dy L) Vo™ — (D K + DYy L) T
< O (Dyypk + DYFL) (— (B + Ba(Rep)™*) +EOI)™ 7)),
ou encore

CI % Dy pBbI™ + (D g K + Dy L) (CVemi™ " — e B (ar)™ ) -

(D‘}u K+ DT RQL) {CR T ind (E. )" + E. (Rép) ’”’qﬂ

Si CI =0, comme D}, K + Dy; 'L > 0, il est clair que (2.34) est vraie dés que

—q

COMaint™ 1 cinifg )" 7 < CR™ _ ini (E. T " +E., (Rép)miq) . (2.35a)

ce qui peut encore s’écrire
cptamt 1 gint s (g™ + g 4B (Ra) ) (7) — B (M) < (94:07) (5)

pour tout g+ 1 <7 < m.
En d’autres termes, C' < C*™ dés que (2.31) est vraie. B

2.5.3 Optimisation de la politique de maintenance

Notre probléme est maintenant de voir §’il existe une politique de maintenance pré-
ventive qui minimise le colit moyen asymptotique du sytéme maintenu.

Sur la formule obtenue dans le théoréme 2.186, il est tout d’abord facile de voir que le
colit moyen asymptotique C' est une fonction croissante par rapport a chacun des différents
cotits de la maintenance (CHIMant, C’FM””” C’HM””” et CI), car k est une constante
indépendante de ces cotits. D’un point de vie pra’rlque il faut donc essayer d’avoir des
coflits de maintenance les plus petits possibles.

En ce qui concerne les durées moyennes des opérations de maintenance, contrairement
a la disponibilité asymptotique, le cotit moyen asymptotique C' n’est pas toujours une
fonction croissante par rapport aux E(M;), pour j € {¢+ 1,...,m}. En effet, si 'on
regarde la dérivée de C par rapport a B (M), il est facile de voir qu’elle est de la forme

(CH%“mt + CHI]V[“i"t> x—y, ol z et y sont des réels positifs. On en déduit que, si le cott
7

horaire de la maintenance est petit (par rapport aux autres cotts), le cott C' décroit par
rapport & E (M;). On retrouve donc dans ce cas le méme type de comportement quelque
peu paradoxal que celui évoqué dans la remarque 2.19 et la conclusion est la méme : si les
colts horaires de maintenance sont trés petits, il faut sans doute contréler simultanément
le cotit moyen et la disponibilité asymptotiques.

Ces remarques étant faites, nous supposons dans le reste du paragraphe que les cotits
de la maintenance (C’HIM‘”mf C’FM‘”mf CHM‘””t et CI) et les durées moyennes des
opérations de maintenance sont ﬁxes Notre probleme est alors de voir §’il existe des lois
inter-inspections optimales et éventuellement, de les déterminer.

Nous démontrons ici que, sous les mémes hypothéses que pour la disponibilité asympto-
tique, les résultats du théoréme 2.11 restent valables pour le colit moyen asymptotique, a
savoir, 'optimisation de la politique de maintenance relativement aux lois inter-inspections
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peut étre limitée aux intervalles inter-inspections de type déterministe.
Pour indiquer la dépendance de C' par rapport aux lois inter-inspections py, po, ..., p
on note ici C (py, pa, .-y Pry) aut lieu de C.

m?

Théoréme 2.20 Dansle cas ot Dy = D =p0¢ D et ot A9 est triangulaire supérieure :

1.

(Il existe p?,pS./ pom telles que C (p?,p& pom) < Cim) (H)

0

(Il eziste ¢, 3, ..., &, tels queC (82,60, ,...,60 ) < C™) (H1)
2. Sous Uhypothése (H) ou (H'), il existe T, P, ..., cb" tels que
C ((56?@5766;101,, ...,60%;75) S C(p1, P2y s Pry) 5 DOUT toutes L0iS Py, P,y ey Py -

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du théoréme 2.11 et nous
nous contentons de vérifier que I'inégalité C (py, pg, ..., py) < C™ est de la méme forme
que I'inégalité Ao (01, P2y oy Prm) > AT, & savoir

DB (I, — b) (x)™' < DB ()™,

ou on rappelle que (*)kn désigne n'importe quelle matrice d’ordre (k,n) indépendante de
P15 P2y s P (cf (2:29)).

Comme Dyp = D, le cofit se met ici sous la forme

C=xkDB (CI X bim 4 bC]\](J,int 4 (Im . b) gAQCRép) ’

avec

o — {DB ((Im —b)g1™ + (I, — b) gAsE (R,) + bE (JW-)” B

(cf théoréme 2.16).
On en déduit :

C<P1,p27 ...7pm) < Cini
<

DB (CI x DI™ 4 bOMaint 4 (1 p) gAgCRép)

< C" X DB (I = b) 91" + (I — b) g AT (Ra) + 6B (M) )

Remarquons que, dans cette inégalité, CI, CM@m ¢ A, CRP E(R,) et E(M,) sont
constants par rapport aux lois inter-inspections.
C (p1, P25 - Pm) < C™ est donc équivalent & une inégalité de la forme

DB b ()™ + (I, — b) (*)mvl} < DB ((Im —b) ()™ +b(*)m’1> .

En écrivant b = I, — (I, — b), on voit immédiatement que U'inégalité C (py, pa, vy prm) <
O™ est bien de la forme souhaitée. W
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2.5.4 Exemples

Nous reprenons ici les exemples étudiés au paragraphe 2.4.4. Nous commencgons par
tester 'opportunité de pratiquer la politique de maintenance préventive dans le but d’amé-
liorer son cotit moyen asymptotique & ’aide du théoréme 2.18, du moins lorsque les hy-
pothéses sont vérifiées. Nous recherchons ensuite les lois inter-inspections qui minimisent
ce cofit. Comme pour la disponibilité asymptotique, il est facile de voir que, comme les
lois de redémarrages Dy et D sont portées par {1,...,q}, le cotit moyen asymptotique
ne dépend, lui aussi, que des lois inter-inspections py, pg, ..., p;. Comme précédemment,
I'optimisation ne se fait donc que sur ces lois. Par ailleurs, lorsque 'on ne peut se limi-
ter aux lois inter-inspections de type déterministe (c’est-a-dire lorsque les hypothéses du
théoréme 2.20 ne sont pas vérifiées), nous prenons 1a encore des lois GAMMA.

Une fois la politique de maintenance optimisée relativement au cotit, nous complétons
I’étude en nous intéressant a la disponibilité asymptotique du systéme soumis a cette
politique de maintenance optimale. En effet, méme si le cotit est souvent I'un des critéres
fondamentaux pour les industriels, il n’est malgré tout certainement pas judicieux de
trop le diminuer si cela entraine une trop grande perte de disponibilité du systéme. C’est
pourquoi, dans chacun des exemples, nous comparons la disponibilité asymptotique du
systéme soumis a la politique de maintenance optimale pour le cotit & la disponibilité
asymptotique du systéme initial.

Lorsque les intervalles inter-ingpections optimaux pour le cotit sont déterministes, nous

s Jopt lopt : N
les notons ici (clop sy Cg T ) afin de ne pas les confondre avec ceux qui correspondent a la

disponibilité asymptotique optimale, qui sont notés (c‘fpt7 cgpt).

Exemple 2.21 Le systéme étudié correspond a celui de 'exemple 2.13 (cas d’un systéme
de type k sur n, formé de composants non réparables tant que le systéme fonctionne,

Dy = D = (1,0,...,0) ). Les notations et les données numériques sont identiques. Ces
données sont complétées par les cotits suivants :

Cngpl = 20 (un seul état de panne), C’Hﬁip] =5,
CHIRép _ C«HI]Vfa,int _ 957 CJ = 17
CEN™™ = jpourj € {qg+1,...m}, CH'*" =5 pour j € {q+1,....m}.

Les codits horaires de maintenance ont été choisis un peu plus grands que ceux de C.
Cocozza-Thivent dans [20] (cf remarque 2.19 et le début du paragraphe 2.5.8). (Nous
avons aussi fait les calculs avec les mémes valeurs que C. Cocozza-Thivent et nous avons
trouvé les mémes résultats).

Awvec nos données numériques, les différents codts se mettent alors sous la forme :

. 11 :
C}i\;{aznt _ Ey pour q + 1< ] <m, Cﬁjﬂ =22

m
et C = kDB |[b1™+ Z E‘j X b(e,7)+22x (I, —b)1"
J=q+1 10
Comme les cotdits d’inspection ne sont pas nuls, nous ne pouvons pas tester ici les
conditions données par le théoréme 2.18.
En ce qui concerne ’optimisation, les hypothéses du théoréme 2.20 sont ici vérifiées et
nous nous contentons de considérer des intervalles inter-inspections de type déterministe.
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Les résultats sont rassemblés dans le tableau 2.7, ol nous donnons le codlt moyen

asymptotique du systéme initial C'™ et le colt moyen asymptotique optimal du systéme

. . . lopt 1opt . . .
maintenu C°P' ainsi que son arqument (c] d ,...,cqp ), juste en-dessous en italique.

In]l €™ [ q=114q¢=21]q=31]qg=4] q=514q
3| 25.7812 | 18.4592
0.1955
4 1 19.9596 | 12.8663 | 13.7704
0.3177 0.3639
0.1824
5 16.8798 | 10.9985 | 10.8110 | 11.9155
0.4737 0.4518 0.5249
0.2957 0.3657
0.1835
6 || 14.9660 | 10.1476 | 10.0063 | 9.9895 | 10.9668
0.6281 0.5944 0.5919 0.6773
0.4567 | 0.4543 | 0.5364
0.2961 0.3750
0.1892
T\ 13.6404 | 9.7457 9.7014 9.5987 9.6136 | 10.4238
0.7770 0.7585 0.7273 0.7300 0.8229
0.6322 0.6040 0.6068 0.6969
0.4641 | 0.4668 | 0.5537
0.53052 0.3887
0.1977
81| 12.6593 | 9.5765 9.5678 9.5262 9.4410 9.4461 | 10.0947
0.9269 0.9211 0.8989 0.8656 0.8668 0.9647
0.8029 0.7851 0.7538 0.7550 0.8506
0.6565 0.6285 0.6294 0.7223
0.4853 | 0.4864 | 0.5760
0.3205 0.4067
0.2089
9| 11.8985 | 9.5279 9.5268 9.5179 9.4810 9.4043 9.3882 | 9.8893
1.0837 1.0825 1.0749 1.0493 1.0102 1.0051 1.1060
0.9727 0.9673 0.9451 0.9076 0.9027 1.0017
0.8460 0.8285 0.7936 0.7886 0.8856
0.6960 0.6652 0.6602 0.7544
0.5183 0.5134 0.6043
0.3/20 | 0.4295
0.2232

6 q=7

Tableau 2.7. Ex 2.21. Codt moyen asymptotique initial et optimal

Les remarques d’ordre numérique données pour la disponibilité asymptotique et concer-

nant, d’une part, Uinfluence respective des différents c¢; pour 1 < i < q, et d’autre part,

\ ‘ . lopt lopt N
le caractére décroissant de (c]p ,...,cqp> restent valables. En revanche, le cott moyen
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asymptotique varie beaucoup plus rapidement autour de son optimum que la disponsibilité

. L ropt ropt . ) . o
asymptotique et la précision de (cl(’p 7..../cq"p) est bien meilleure. Les routines d’optimi-

sation de MATLAB nous fournissent ainsi facilement (cllnpt, ...,cg’pt) a 1074 pres.

Nous constatons, qu’avec les cotits choisis, la politique de maintenance préventive amé-
liore le codt moyen asymptotique dans tous les cas.

Comme annoncé au début de ce paragraphe, nous comparons maintenant la disponi-
bilité asymptotique du systéme initial AT et celle du systéme soumis & la politique de

maintenance optimale pour le colt moyen asymptotique, & savoir A ((50/10101,, ...7éc;opt>.

D’aprés le tableau 2.1, nous savons déja que la politique de maintenance améliore la
disponibilité asymptotique pour n’tmporte quelles lois inter-inspections pour la plu-
part des valeurs den et de q. Les seuls cas a regarder sont en fait (n,q) € {(7,1),(8,1),(9,1),(9,2)}.
On obtient les résultats suivants :

Pourn=7etqg=1:

A = 0.9876 < Ao (5]) = Ao (60.7770) = 0.9922.
Pourn=8etqg=1:

A = 0.9885 < Ao (5]) = Ao (50.9269) = 0.9922.
Pourn=9etqg=1:

A = 09892 < Ao (5]) = Ao (61.0837) = 0.9921.
Pourn=9etq=2:

AM = 0.9892 < Ao (5]52) = Awo (610825, S0.9727) = 0.9921.

Ainsi, dans tous les cas, la politique de maintenance optimale pour le coiit
moyen asymptotique améliore aussi la disponibilité asymptotique du systéme.

Exemple 2.22 Le systéme étudié correspond a celui de l'exemple 2.14 (cas d’un systéme
de type k sur n, formé de composants réparables pendant que le systéme fonctionne, Dy; =
Dp = (1,0,...,0) ). Les notations et les données numériques sont identiques. Ces données
sont complétées par les cotits suivants :

CFﬂJjj_pl = 25+ m (un seul état de panne), C’Hﬁ?l =5,
CHIRép — CHI]V[aint — 207 CI = 07
CEMem = j pour j € {q+1,..om}, CHM®™ =5 pour j € {q+1,...m}.

On obtient alors :

Cﬁf“mt = gj pour g+ 1 < j <m, C’n]zéfl =25+ ;m
etC = kDB Em ijb(o.j)—b— 25+zm X (I —b) 1™
j=q+1 4 } 2 ‘
j=
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Comme nous nous sommes placés dans le cas ot le codt des inspections est nul, nous
’
pouvons tester ict les conditions données le théoréme 2.18.

Dans ce but, on note y (j) = (gA2CHP) (j) — C™ x (gim + gAE (R.)> (j) — Ot 4
7
C™ x B (Mj) pour j € {2,...,m}. Nous devons alors regarder si les y (j) sont positifs (cf

(2.31)).

[n\j 2 | 3 | 4 5 6 | 7 8
3 5.7732
4 1.2588 | 7.1088
5 -0.6548 | 1.1145 | 6.6581
6 -1.5968 | -1.5081 | -0.2097| 5.2016
7 -2.0731 | -2.7353 | -2.9855 | -2.0937 | 5.1978
8 -2.3069 | -3.3058 | -4.1619 | -4.6756 | -4.1334 | 1.0035
9 -2.4161 ] -3.5619 | -4.6583 | -5.6479 | -6.3572 | -6.1052 | -1.1528

Tableau 2.8. Fx 2.22. Test de l'apport de la maintenance (codt)

Apres optimisation, nous trouvons la encore que les lois optimales sont détermi-
nistes. Les résultats numériques sont rassemblés dans le tableau 2.9.

(n[[¢™ | q=11q=2]4q=3 [q=4]q¢=5]q=6[q=7]
3 23.4146 | 7.0755

4 || 13.9216 | 8.3602 | 4.8077

51 83871 | 7.2517 | 5.9036 | 3.5971

6 || 4.8387 [ C™ | 4.3543 | 2.6408

7 2.6211 cmi cmi cmi c™ | 1.8372

8 || 1.3318 cmi cmi cmi cmi c™ | 1.1948

9 0 6‘399 C’Lni C’LTL’L CZTL’L C’Lni C’Lni C’Lni CM”LZ

Tableau 2.9. Ex 2.22. Codt moyen asymptotique initial et optimal

Sur ce dernier tableau, on constate que la politigue de maintenance préventive n’améliore
le cotit que lorsque l'on a au plus 8 composants. Par ailleurs, le mieuzr est alors de ne
maintenir le systéme que sur le dernier état de marche avant la panne.

Si nous comparons les deux tableaux, nous voyons qu’il n’y a que deux cas ot le cott
est amélioré alors que la condition suffisante n’est pas vérifiée : le cas oumn =5 et g =1
et le cas oun =6 et ¢ =4 (en gras dans le tableaw 2.9). Par ailleurs, dans ces deuzx cas,
les valeurs de y (j) sont relativement proches de 0.

La condition suffisante donnée par le théoréme 2.18 nous fournit donc une
bonne indication pour savoir s’il est opportun ou non de maintenir le systéme
dans le but d’améliorer son cott moyen asymptotique.

Comme dans 'exemple précédent, nous comparons maintenant ALY et Asc (6cllopt, 6Cgopt> .

(Nous ne nous intéressons bien sir qu’auz cas ot le colt est amélioré par la maintenance).

D’aprés le tableau 2.3, le seul cas & regarder corespond a n =5 et ¢ = 1. De plus, on
a dans ce cas

AT = 09140 < Acg (8 ) = A (Bo019) = 0.9358.
1
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Ainsi, dans tous les cas, la politique de maintenance optimale pour le coit
asymptotique améliore la encore la disponibilité asymptotique du systéme.

Exemple 2.23 Le systéme étudié correspond a celui de ’exemple 2.15 (cas d’un systéme
de type k sur n, formé de composants non réparables tant que le systéme fonctionne,
Dy = (1,0,...,0) # Dr = é4). Les notations et les données numériques sont identiques.

Ces données sont complétées par les cotits suivants :

CEET = 20, CHE? =5,
CHI"™ = 95 CHIM"™ =45, CT =1,
CEN™™ = jpourj € {g+1,....m}, CH'*" =5 pour j € {q +1,....m}.
On obtient
C]W(J,int _ §] pour q + 1 <] <m CRéP — 40_q
s 9 =J = » Mm+-k

_ "3 _
et C = kDygpB [b1™+ ) 59 % b(®.3) + (40 = ) x (I — D) 1"
J=q+1

Apres optimisation, nous trouvons la encore que les lois optimales sont dé-
termainistes. Les résultats numériques sont rassemblés dans le tableauw 2.10, ot nous
donnons le cott moyen asymptotique du systéme initial C*™, le codt moyen asymptotique

- N - - - 1opt topt . c1 7, .
optimal du systéme maintenu C°P! ainsi que son argument (clop sy Cq b >, la disponibilité
. 5 . ropt ropt . g
asymptotique du systéme maintenu correspondante Ase (clop 7..../cqop> et la disponibilité

asymptotique du systéme initial A, (En effet, le tableau 2.5 ne fournit ici G peu prés
aucun renseignement sur [’amélioration de la disponibilité asymptotique due a la politique

de maintenance).

[ [T [ 2 [ 35 [ 1 [ 5 ]
C (64) 21.8750 | 23.3129 | 25.4587 | 28.9544 | 35.5932
ng’t 12.7670 | 12.6861 | 12.5131 | 12.6540 | 14.7386

0.6356 0.6035 0.5663 0.5624 0.6027
0.4941 0.4591 0.4562 0.4963
0.3405 0.3390 0.3797
0.2093 0.2517

0.1156
Ao (7, | 09289 | 0.9136 | 0.8005 | 0.8655 | 0.8475
AT (5,) 08934 | 0.8396 | 0.8830 | 0.8713 | 0.8475

Tableau 2.10. Ex 2.23. Codt moyen asymptotique initial et optimal.

Le cotit du systéme maintenu est ict toujours meilleur que le codt du systéme
initial.

En revanche, pour q = 4, la politique de maintenance optimale pour le coiit
moyen asymptotique diminue un peu la disponibilité asymptotique.
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2.6 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un modeéle de politique de maintenance préventive
dite ”conditionnelle”, c’est-a-dire liée & 1’évolution du systéme : on n’arréte le systéme
pour le maintenir que lorsqu’il est dans un état de marche relativement dégradé. Pour
étudier le systéme soumis a une telle politique de maintenance, nous avons utilisé deux
critéres : la disponibilité asymptotique et le cotit moyen asymptotique. En effet, si le cott
moyen asymptotique est sans doute le critére le plus utilisé par les industriels, I’étude de
la disponibilité asymptotique le compléte bien et nous permet d’avoir une bonne idée du
comportement du systéme soumis a la politique de maintenance.

Pour chacun de ces critéres, c’est-a-dire pour la disponibilité asymptotique et pour le
colt moyen asymptotique, nous avons donné des conditions sous lesquelles la politique de
maintenance les améliorent et nous avons testé numériquement la validité de ces conditions
sur quelques exemples numériques. Nous avons par ailleurs démontré que, moyennant
quelques hypothéses supplémentaires, il est possible de restreindre 'optimisation de la
politique de maintenance relativement aux lois des variables inter-inspections aux seules
lois déterministes (et cela pour les deux critéres). Nous avons par ailleurs constaté la méme
propriété sur quelques exemples ne vérifiant pas ces hypothéses supplémentaires, de sorte
qu’il semblerait que cela soit toujours vrai.

En ce qui concerne le contréle de la disponibilité asymptotique lorsque 'on diminue le
colt, nous nous sommes contenté ici de comparer la disponibilité du systéme initial avec
celle du systéme soumis a la politique de maintenance optimisée par rapport au cofit. Nous
pourrions aussi imaginer de faire une optimisation par rapport au cott sous la contrainte
”disponibilité asymptotique du systéme maintenu supérieure ou égale a celle du systéme
initial”. Une autre possibilité serait de considérer un nouveau critére de type bénéfice, qui
ferait intervenir a la fois le cotit moyen et la disponibilité asymptotiques (ou la probabilité
que I'on soit dans tel ou tel état de marche si le rendement du systéme dépend de I'état
de dégradation du systéme).

Remarquons enfin que nous avons choisi ici le cotit comme critére principal. 1l est bien
évident que, dans certains cas, c¢’est la disponibilité qui est prépondérante. Cela signifie
que, le cas échéant, il peut étre préférable de faire le contraire de ce que nous avons
fait, c’est-a-dire d’optimiser tout d’abord la politique de maintenance par rapport a la
disponibilité asymptotique, puis de contréler le cotit obtenu.
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Chapitre 3

Un modéle de maintenance
préventive pour un systéme
semi-markovien

3.1 Introduction

Comme dans les deux premiers chapitres de cette thése, nous nous intéressons 1a encore
a un systéme réparable. En revanche, contrairement & ce que nous avons fait jusqu’a pré-
sent, nous ne supposons plus ici que le systéme évolue de fagon markovienne lorsqu’il est en
marche. En effet, cette modélisation markovienne convient lorsque I'on a, par exemple, un
systéme formé d’un petit nombre de composants dont les taux de panne (et éventuellement
de réparation) sont constants, les composants pouvant étre soumis a diverses dépendances
fonctionnelles ou sollicitations extérieures. Dans la pratique, les taux ne sont pas toujours
constants (surtout ceux de réparation). Par ailleurs, le nombre de composants intervenant
dans un systéme conduit rapidement a Iexplosion du nombre d’états possibles (en 27)
et les calculs deviennent vite rédhibitoires. Ceci améne alors les industriels & utiliser une
autre approche, plus statistique. Ils recueillent ainsi un certain nombre de données sur les
durées de vie de leurs systémes (données réelles ou simulées, éventuellement censurées)
et recherchent la loi qui ajuste au mieux ces données. Pour ce faire, ils ont fréquemment
recours & un certain nombre de lois classiques, la plus célébre (et sans doute la plus an-
cienne) étant la loi de Weibull (cf [6], [55]), 'avis des experts étant & ce niveau tout a fait
primordial quant au choix de type de loi utilisée.

Notre propos n’est pas ici de voir comment mener a bien ces ajustements, mais plutét
d’utiliser cette modélisation de la durée de vie d’un systéme par une loi unique, en général a
densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Remarquons pour cela que cette modélisation
revient en fait & représenter I’évolution du systéme par un processus semi-markovien,
I'espace d’états étant alors formé par un seul état de marche et éventuellement plusieurs
états de panne.

N

Nous nous intéressons ici & un modéle un peu plus général et nous supposons que

N

I'évolution du systéme peut étre représentée par un processus semi-markovien (X), a

valeurs dans un espace d’états fini, comportant éventuellement plusieurs états de marche.
Au lieu de modéliser la durée de vie par une seule loi, nous pouvons ainsi tenir compte
de changements de régimes éventuels dans I’évolution du systéme, par exemple lorsqu’un
composant tombe en panne ou sous 'influence d’une sollicitation extérieure. Remarquons

aussi que cette modélisation est une généralisation naturelle du cas markovien.
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104 Un modéle de maintenance préventive : cas semi-markovien

Comme dans le chapitre 2, ce systéme (dit systéme initial) est soumis a une politique
de maintenance préventive, dans le but d’améliorer sa disponibilité asymptotique. Plus
précisément, si le systéme est au départ dans un état de marche, on I'inspecte (instantané-
ment) a4 un instant aléatoire de loi p, ou p est une loi quelconque. Si le systéme est déja en
panne en train d’étre réparé, on achéve normalement la réparation. Si le systéme est encore
en marche, on l'arréte pour lui faire subir une opération de maintenance préventive. Cette
opération a une durée aléatoire dépendant de I’état de dégradation du systéme au moment
ol on l'arréte. On procéde de la méme fagon aprés n’importe quelle période d’arrét.

Notre probléme est alors de calculer la disponibilité asymptotique du systéme soumis a
cette politique de maintenance préventive et de voir si elle est améliorée par la maintenance.
Le cas échéant, on cherche ensuite & optimiser cette politique de maintenance, comme dans
le chapitre 2.

De fagon plus précise, ce chapitre se présente de la fagon suivante :

Le systéme initial et la politique de maintenance préventive sont tout d’abord décrits
dans le paragraphe 3.2. Nous nous intéressons ensuite (§3.3) au cas particulier o la loi p
du "temps d’attente de la maintenance” est exponentielle. L’intérét de ce cas particulier
réside dans le fait que, contrairement au cas général, le processus (Z;) décrivant 1’évolu-
tion du systéme maintenu est, comme le processus (X;), un processus semi-markovien.
Ceci nous permet de montrer I'existence et de calculer la disponibilité asymptotique du
systéme maintenu (dans le §3.3.2) sous des hypothéses plus faibles que dans le cas général.
FEn particulier, nous ne supposons pas que les redémarrages aprés une réparation ou une
opération de maintenance sont indépendants de I’état de panne ou de maintenance associé,
comme nous ’avons fait dans le chapitre précedent et comme nous le faisons dans le para-
graphe 3.4, consacré au cas général. Par ailleurs, le caractére semi-markovien de (Z;) nous
permet aussi de calculer la disponibilité instantanée du systéme maintenu (dans le §3.3.3),
ce que I'on ne sait pas faire dans le cas général. Nous étudions alors quelques exemples
pour lesquels nous optimisons la disponibilité asymptotique relativement au paramétre
de la loi exponentielle et pour lesquels nous comparons les diponibilités instantanées du
systéme initial et du systéme maintenu (§3.3.4).

Dans le cas général (§3.4), comme nous 'avons annoncé au-dessus, nous avons besoin
de quelques hypothéses supplémentaires, que nous donnons au paragraphe 3.4.1. L’étude
repose alors, comme dans les deux premiers chapitres de cette thése, sur le caractére semi-
régénératif du processus (Z;) (oubli du passé a chaque redémarrage). Nous commengons
par donner quelques résultats préliminaires au paragraphe 3.4.2, puis nous calculons la
disponibilité asymptotique du systéme maintenu au paragraphe 3.4.3. Nous nous intéres-
sons ensuite a 'optimisation de cette disponibilité asymptotique relativement a la loi p du
temps d’attente de la maintenance.

Nous nous plagons tout d’abord (§3.4.4) dans un cadre général, o le systéme ne re-
démarre pas nécessairement de la méme facon aprés une réparation ou une opération de
maintenance. Nous observons alors sur quelques exemples que, comme dans le chapitre
2, il semblerait qu’il soit toujours suffisant de ne considérer que des lois p de type détermi-
niste pour optimiser la maintenance. Ceci nous conduit a étudier ce type de maintenance.
On montre en particulier que, sous des conditions relativement naturelles, il existe une
politique de maintenance déterministe qui améliore la disponibilité asymptotique si et
seulement si les opérations de maintenance ne sont pas trop longues en moyenne (comme
au chapitre 2).

Nous nous placons ensuite dans le cas particulier ol systéme redémarre de la méme
fagon apreés une réparation ou une opération de maintenance (§3.4.5). Nous montrons alors
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3.2 Le systéme initial et la politique de maintenance préventive 105

que l'on peut effectivement se restreindre aux seules lois p déterministes pour optimiser la
maintenance dans ce cas et nous étudions ces maintenances déterministes. Nous montrons
en particulier que, si le taux de panne aprés un redémarrage est une fonction croissante
du temps (cas IFR), ou bien décroissante puis croissante, la politique de maintenance
préventive améliore la disponibilité asymptotique si et seulement si elle n’est pas trop
longue en moyenne. Nous étudions aussi d’autres types de comportements du taux. Nous
nous intéressons ensuite au cas ol il n’y a qu’un seul état de marche. Nous envisageons alors
différentes lois classiques utilisées par les industriels pour modéliser la durée de vie d’'un
systéme (Weibull, Gamma, loi des valeurs extrémes modifiée et log-normale). Différents
exemples sont par ailleurs étudiés tout au long de ce paragraphe.

Comme nous I’avons indiqué précédemment, nous commencons par décrire le systéme
initial et la politique de maintenance préventive.

3.2 Le systéme initial et la politique de maintenance pré-
ventive

On considére ici un systéme réparable évoluant dans le temps dans un espace d’états fini
selon un processus semi-markovien que I'on note (X),-,. Pour un panorama général sur
ce type de processus, on pourra, par exemple, consulter [2] ou [18]. Pour des applications
plus spécifiquement fiabilistes, on pourra consulter [19] ou [22].

Les états de marche sont notés 1 a m, les états de panne m+1 a m-+p. A I'issue d’une
réparation, on suppose que le systéme est dans un état de marche.

Le noyau semi-markovien associé au processus (Xy),~q est noté (g (4, j, dt))]gi,jgmﬂ;-
On rappelle que, par définition d’un processus semi-markovien, si le systéme "rentre” dans
son état initial & instant 7 = 0 et si 77 désigne le premier saut du processus (X3), on a
alors

it
P(XTl—j,Tlgt/Xo—i)—/ q(i,j,du) pour tous 1 <i.j<m+pett>0.
JO

On en déduit en particulier que la loi de 71 sachant que Xg = 7 est Z}nj]pq (i,7,dt)
pour tout 1 <7 < m + p.

La durée moyenne passée dans 'état 4, E; (71), est supposée finie non nulle pour tout
1 << m+p.

On note ) la matrice de transition de la chaine de Markov associée a (X).

On rappelle que

toc
Qij = / q(i,j,du) pour tous 1 < 4,5 <m+p.
J0O

On suppose par ailleurs que le systéme est en marche a I'instant ¢t = () et qu’il tombe
en panne au bout d’'un temps presque strement fini. Ainsi, si T désigne la premiére durée
de fonctionnement du systéme (7 = inf {t > 0/X; > m +1}), on a alors P; (T' < +00) =1
pour tout 1 < ¢ < m. Remarquons que cela entraine que E; (T) < +oo (cf [19], proposi-
tions 9.15 et 10.40 par exemple).

Ce systéme, que l'on appelle systéme initial, est soumis a la politique de maintenance
préventive suivante.

On considére une loi de probabilité quelconque p sur R*, telle que 0 < .];;roo t.p(dt) <

+00 et un noyau semi-markovien (qM (1,7, dt)) sur RT, tel que _[S—OO t.g™ (i,4,dt) <

1<i,j<m
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106 Un modéle de maintenance préventive : cas semi-markovien

400, pour tous 1 < 4,7 < m.

Soit alors S7 une variable aléatoire indépendante de I’évolution du systéme et de loi
p. S1 correspond au début (éventuel) d’une opération de maintenance préventive. Plus
précisément, on inspecte (instantanément) le systéme a linstant S; :

Si 81 < T, le systéme est encore en marche a l'instant S7. Dans ce cas, on 'arréte
pour commencer une opération de maintenance préventive. L’état de marche dans
lequel le systéme redémarre aprés cette opération et la durée (aléatoire) de cette
opération sont supposés indépendants de S7 et de I’évolution du systéme antérieure
a S1. Si le systéme est dans l’état de marche ¢ a l'instant S; (Xg, = i), le systéme
redémarre dans I’'état de marche j avec la probabilité Q% = _[;_OC g™ (i, 4,dt). De
plus, si Q% est non nul (c’est-a-dire si le systéme peut effectivement redémarrer
dans l'état j aprés une opération de maintenance démarrée dans 1'état i), la durée
de cette opération (sachant qu’elle fait passer le systéme de I'état ¢ a l’état j) suit
la loi —qMSﬁ’dt).
2,7

— Si S5 > T, le systéme est tombé en panne avant qu’on ne commence a le mainte-

nir. On effectue alors une réparation de la méme fagon que pour le systéme initial,

indépendamment de 5.

D’aprés ce qui précéde, la premiére durée de fonctionnement du systéme maintenu est
donc T'A S1. Elle est suivie par une période d’arrét, pour maintenance ou pour réparation
selon la place de T par rapport a Sj.

La politique de maintenance est ensuite définie de la méme facon aprés chaque période
d’arrét : aprés la n-iéme période d’arrét, on considére une nouvelle variable aléatoire S, 11
de loi p et indépendante de I’évolution antérieure du systéme (et donc en particulier de
S1, Sa, ..., Sy,). Si le systéme fonctionne pendant une durée au moins égale a S,, 1 apres
son redémarrage a l'issue de la n-iéme période d’arrét, on ’arréte pour le maintenir, sinon
on le répare comme le systéme initial. Lorsque I’on maintient effectivement le systéme,
I’état de marche dans lequel le systéme redémarre aprés I'opération de maintenance et la
durée de cette opération sont supposés indépendants de S,,11 et de I’'évolution du systéme
antérieure a Syp11. Si le systéme est dans ’état de marche ¢ a l'instant S, 41, le systéme
redémarre dans 1’état de marche j avec la probabilité Q% De plus, si Q% est non nul, la
durée de cette opération (sachant qu’elle fait passer le systéme de 'état ¢ a I’état j) suit
M(

- gM(d,g,dt)
la loi +—=37—.

.4

Cette politique de maintenance étant définie, nous terminons ce paragraphe en donnant
quelques notations supplémentaires.

On note ainsi S une variable aléatoire indépendante de I’évolution du systéme initial
et de loi p. S représente le temps d’attente de la premiére opération de maintenance (si
elle a lieu).

On note aussi p,; I’état correspondant & une opération de maintenance & partir de 1’état
de marche 1 <17 < m.

On note enfin (Z;), le processus décrivant 1'évolution du systéme maintenu, a valeurs

dans E ={1,..m+p} U{pq, ..., tp }-

Nous commencgons maintenant notre étude par le cas particulier ot S suit une loi
exponentielle.
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3.3 Techniques semi-markoviennes dans un cas particulier

Dans le cas général, le processus (Z;) n'est pas semi-markovien. En effet, lorsque le
systéme saute d’un état de marche a un autre état de marche, le temps d’attente de
la prochaine maintenance n’est pas remis a zéro, de sorte que I'évolution ultérieure du
systéme aprés un tel saut dépend non seulement de I'état dans lequel il saute, mais aussi
de la durée écoulée depuis le dernier redémarrage. On peut malgré tout distinguer deux cas
particuliers on (Z;) sera tout de méme semi-markovien : d’'une part, le cas ou le systéme
n’a qu’'un seul état de marche, d’autre part, le cas ol la loi p du temps d’attente de la
maintenance est exponentielle. En effet, il est facile de voir que, dans chacun de ces deux
cas, ’évolution ultérieure du systéme aprés un saut ne dépend que de I’état dans lequel le
systéme saute. C’est tout a fait clair lorsque le saut se fait vers un état de panne ou de
maintenance, ou vers un état de marche aprés une période d’arrét. Lorsqu’il n’y a qu'un
seul état de marche, ces types de saut étant les seuls possibles, le processus (Z;) est semi-
markovien. Lorsque le temps d’attente de la maintenance suit une loi exponentielle, c’est le
caractére “sans mémoire” de cette loi qui nous permet d”’oublier” la durée écoulée depuis
le dernier redémarrage lors d’un saut entre états de marche. Ainsi, dans ce cas encore, le
processus (Z;) est semi-markovien.

Nous nous contentons ici de traiter le cas ol le temps d’attente de la maintenance suit
une loi exponentielle, le cas ol il n'y a qu'un seul état de marche ayant moins d’intérét.
En effet, dans ce dernier cas, les formes de la disponibilité asymptotique données, d’une
part, par les techniques semi-markoviennes (ce paragraphe), d’autre part, par la théorie
du renouvellement markovien (§3.4) sont identiques, les calculs étant par ailleurs tout a
fait similaires. Afin de ne pas nous répéter inutilement, nous ne considérons donc pas ce
cas ici.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons maintenant que S suit la loi
exponentielle de parametre « (a > 0). Cette loi est notée Exp a.

Les différents états sont rangés dans Uordre 1, 2,..., m, m+ 1, .., m + D, fq, -, Ly,
(pour les indices des matrices).

Par ailleurs, nous prenons pour le processus semi-markovien (Z;) des notations simi-
laires a celles correspondant au processus semi-markovien (X;), avec des ” primes” en plus,
les indices prenant alors leurs valeurs dans £ = {1,...,m + p} U{py, ..., it,, }- On note ainsi
q (i,7,dt), Qi ;, T, -

Nous commengons par énoncer quelques résultats concernant le processus (Z;).

3.3.1 Etude du processus (Z;)

Rappelons tout d’abord que, pour toute mesure w définie sur R telle que fo+oo tw (dt) <
400, la transformée de Laplace de w est la fonction w* définie sur Ry par

00
w*(s) = / e *tw (dt) , pour tout s > 0.
0

Remarquons d’autre part que, si w désigne une mesure définie sur R™ telle que ‘[;roo t.w(dt) <
+00, on a

00 .
w* (s) =s / (/ w (dt)) e *"du, pour tout s > 0, (3.1)
J[0,u)

J0O

ou [0,u) désigne l'intervalle [0, u] ou [0, u].
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Cette formule découle immédiatement du théoréme de Fubini. En effet, en échangeant
les intégrales, on a :

toc . toc .
5/ / w(dt) | e Mdu = / / se “du | w(dt)
J0O J[0,u) J0O J[t,00)

toc
= / e (dt)

JO
= w"(s), pour tout s > 0.

Sig;,; et q;*] désignent les transformées de Laplace respectives des mesures q (i, j, dt)
et ¢ (i,7,dt), on obtient alors le résultat suivant :

Lemme 3.1 La transformée de Laplace du noyau semi-markovien ¢ est donnée par :

pour 1 <i<m, s>0:

q; (s +a) pour 1<j<m+p
a5 () =1 =% (1 =P a (et 8)) pour J=w
0 pbour j € {:ul,,:um}\{/M}

pourm+1<i<m+p, s>0:

I q;‘j(s) pour 1<j3<m-+p
i, (s) i = "
O pour ] { 15 === m}

— pour i = fi; € {ltgy eyt }, s >0

1% ( ) _ Q’Z]E/;* (5) pour 1<j<m
Gij\%) = 0 sinon

ot q%* désigne la transformée de Laplace de g™ (i, j, dt).

Démonstration.
Nous considérons uniquement le cas ou 1 < i < m, les autres cas étant immeédiats.

D’apreés (3.1), on sait que :

i) =s [ - ( [ (z',j,dt)> et (3.2)

pour tout s > 0.
Considérons tout d’abord 1 < j <m + p.

Par définition du noyau semi-markovien, on alors :
U
/ ¢ (G, j,dt) = P (ZTq —int §11,>
J0
= PZ’(Xﬁ =71NT1<unNry SS)

Remarquons que, comme S admet une densité et que S et 71 sont indépendantes, on
peut écrire indifféremment 71 < .S ou 71 < S dans cette formule.
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En distinguant suivant que u < § ou u > S, on obtient :

/ { (ig,dt) = Pi(Xr =jnm <unu<S)
JO

4P (X, =jNn7m < SNu>S9)

Par ailleurs, en utilisant le fait que S suit une loi exponentielle de paramétre « et
I'indépendance, on a maintenant :

/q'u,j,dt) — Py(Xs, = N7 <u)Pu<S)
J0O

U
+ / Pi(Xr, =jN11 <v)ae “dv
Jo

= / ’q(i,j,dt) xe ™4 / | </ q(i,j,dt)) ae “du.
JO JO JO

En remplagant dans (3.2), on a alors :

o U U, U
i) = s [ [Catigan e [T [agian)ae ) e
’ JO JO J0 J0

+oC ( ru R —(a+s)u
_ S( Jo = (g a (i g dh)) e @9 du ) (3.3)

+ ‘[;;FOC ( 6“' ( g) q (2,7, dt)) ae"“’dv) e du

En échangeant les deux premiéres intégrales, le deuxiéme morceau de ’expression pré-

cédente s’écrit
00 -y v
/ </ </ q (i,j,dt)) ae‘“’dv) e “du
Jo Jo \Jo
00 o U
= / </ e“””du) </ q (i, 7, dt)> ae”"dv
J0 Ju JO
00 1 v
= / —e %Y </ q(i,j,dt)) ae” Ydv
Jo 5 Jo
o ]
-2 / </ q(i,j,dt)) et gy,
s Jo Jo

En remplagant dans (3.3), on a maintenant :

oo “ a oo v
i (s) = s (/ </ q(i,J, df)) e (@) 4 — / (/ q (i,j,dt)> e(a“)”dv)
- Jo Jo s Jo Jo

toc fu
= (s+a) </ / q(i,j,dt) 6(“+S)7"du>
Jo o
= QZj (s+a) (d’apres (3.1)),

ce qui est la formule souhaitée pour 1 < j < m + p.

Soit maintenant j = ;.
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On a, de la méme fagon que précédemment :
U
/ q (i,p;,dt) = Pi(S<1m1NS<u)
J0

= / P; (v <71)ae *dv
0

Toc m-+p
= / / Zq i,1,dt) ae” “dv.
0 =1
Dot :

i = s [ ([ aan)e e o)
(S )
_ ./Om <‘/v+oo ”‘du> </+Oom+p (i,l,dt)) ae " dy

(en échangeant les deux premiéres intégrales)

+oc +ocm+p
= / ( / uu)) —latsiv gy

car (.]:_OC se"q“du> =e %,
En utilisant le fait que Y717 q(i,1,dt) est une loi de probabilité et que [:_OC =

'+OC

Jo > — Jo» on obtient maintenant :

m+p
/ (1 — / Z 1,1, dt) > ae @ty
oo v M+DP
= « (/ et gy, / </ Z i,1,dt) > (“J“S)“dq))
JO

g (s)

1 1 m—+p
= ol ) a9 6))
en utilisant (3.1).
On en déduit que
! g
0= | 1- L)),

ce qui est la formule annoncée pout j = p,.

Enfin, pour j € {g1, ..., ft, }\{1; }, o1 a clairement qgfj (s) =0, pour tout s > 0, ce qui
achéve la démonstration. W

Les résultats précédents nous permettent maintenant de calculer facilement la ma-
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trice de transition @’ de la chaine de Markov associée & (Z;). En effet, comme @Q; ; =
el

_ ;—OC q (i, J,dt) = lim,_o+ gi; (s), on obtient immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 3.2 La matrice de transition Q' de la chaine de Markov associée au processus
semi-markovien (Z;) est donnée par :

pour 1 <i<m:

q;; (a) pour 1<ji<m+p
Q;7 = 1-— Z;ﬁjlp qzj (()/) pour J =
’ pour € {jur. s\ {13}

pourm4+1<i<m+4p:

o —{ Qg pour 1<j<m+p
i, 0 pour J € {pg, by}

pOUT’i € {/"[/17"'7um} :

Q. = % pour 1<j53<m
N 0  sinon

Nous calculons maintenant les durées moyennes passées dans les différents états par le
processus (Zt).

Lemme 3.3 La durée moyenne avant le premier saut du processus semi-markovien (Z)
partant de i est finie et vaut :

a
B (1) = Ei (T1) =note B (R:) pour m+1<i<m+p
Z;’lzl . JFOC t-q]w (laja dt) —noté E (]\/[I) pour 1= M € {Ml'/ ey :urn}

l (1 - ij:ip C]Zj (a)> pour 1<i<m

Remarque 3.4 Dans le cas ou m+1 <i < m+p, E; (11) représente la durée moyenne
de la réparation associée a ['état de panne i, ce qui nous ameéne a la noter B (R;).

De la méme fagon, lorsque i = 1y, B, (17) représente la durée moyenne de l’'opération
de maintenance associée a l'état py; et est notée B (M;).

Démonstration. Nous ne considérons que le cas 1 < i < m, les autres cas étant immé-
diats.

Remarquons tout d’abord que E; (7]) est clairement finie car E; (7]) = E; (11 A S) <

E(S)=1<c.
Calculons alors E; (7)) :
'+OO
Ei(r]) = Ei(riAS)= / P (11 A S > t)dt
Jo

oo
—/ Py (11 > 1) Py (S > 1) dt,
JO

car S et 71 sont indépendantes.
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On en déduit :

Ei (1)) =

S~
+
8
a\
+
8
M3
| +
=
)
<
X
=
2
g
[~
=~

e “dt

I
:\
+
8
\
+
8
: 3
‘ 3
M3
i)
a
&
|
\gE
+
=3
[
a
&

Il

:\
+
8

—_

\
:\4
INgE:
| +

b
=2
=
~

QU

=

('b‘

g

QL

[y

m—+
1 P

= (1= @] o B,
j=1

ce qui achéve la démonstration. W

Nous terminons maintenant ce paragraphe consacré a 1’étude du processus (Z;) en
étudiant son irréductibilité.

Lemme 3.5 Si (X;) est un processus semi-markovien irréductible, (Z;) est aussi un pro-
cessus semi-markovien irréductible.

Démonstration.
Supposons (X;) irréductible. 1l s’agit de montrer que le seul ensemble clos pour la
chaine de Markov associée & (Z;) est E ={1,...,m+p}U{p, ..., ftn }-

Soit donc C' un tel ensemble, c¢’est-a-dire un ensemble tel que P; (ZT/] € C) =1, pour

tout ¢ € C. Il nous faut montrer que C' = F.
Vérifions tout d’abord que C' contient nécessairement un élément de {1,...,m}.
Si ce n’est pas le cas, comme C est non vide, il contient alors au moins un élément ¢

de {m—+1,....m+ptU{ug, ...t }-

Pour un tel 4, on sait que P; (ZT/1 e {1, m}) = 1, car, par hypothése, aprés une
réparation ou une opération de maintenance, le systéme est en état de marche.

On a donc dans ce cas P; (ZT/1 e {1, m}) =1=DP (ZT/1 € C’).

Ceci entraine que C' contient nécessairement un élément de {1,...,m}.

Soit maintenant i € C N {1,...,m}.
On a alors

P; (ZT/1 ec) - P ({ZTllECﬂ{17...7m+p}}ﬂ{S>71})

+Pi (Zry =m0 <71) Loy
= P,({XHeCn{l,...om=+p}}nN{S>r11})
= 1.

Comme P; (S > 71) +P; (S < 71) est aussi égal a 1, on en déduit que

P; ({XT] € Cﬁ{l,...,?ﬂ—}—p}}ﬁ{s >T1}) + P; (S < TI)H{uieC}
= ]PZ(S>7'1)+PZ(S§7'1)
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De plus,

P,({X €eCn{l,...m+p}}n{S>7}) <P (S >1)

et
P; (S < 71)11{%6(;} <P (S <71).
On en déduit
P;({ X7 € ON{L, .. om+p}}N{S > 71}) =P (S > 71) (3.4)
et
P (S <71)jpecy =Pi (S <71). (3.5)
Par ailleurs,
o0
Py(S < 1) = a‘/o Py (s <71)e *ds >0

car E; (71) > 0 par hypothese.
On déduit donc de (3.5) que Iy, ccy = 1 et y; € C, pour tout i € CN{1,...,m}.

De la méme fagon, (3.4) entraine :
P, ({Xr, ¢ CN{l,...om+p}}n{S>11}) =0.

Ceci peut encore s’écrire
00
/ i ({Xr, & CO{1,.om+pl} 0 {t > 1)) ae dt — 0.
JO

On en déduit
P, { X, ¢ Cn{l,....,m+p}}N{t >71}) =0, pour presque tout ¢t > 0,
puis
lim | P({X,, ¢CN{l,...m+p}}n{t>r})

t——+oo
P, {X;, ¢ CN{l,...,m+p}}) (car E; (71) < +00)
= 0.

Ceci entraine :
P,({X;, eCn{l,...m+p}}) =1 (3.6)

et ceci pour tout 2 € C N {1,...,m}.
SiCnNn{m+1,..,m+p}t # 0, considérons maintenant i € CN{m +1,....,m+ p}.

Pour un tel ¢, on a alors

P, (ZT/] c C> =P (X,, € CN{L,.;m))
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car on sait que le systéme fonctionne aprés une réparation.

On en déduit que, la encore, P, ({X-, € CN{l,....,m+p}}) =1carP; (ZT/1 € C') =1.

(3.6) est donc vraie pour tout i € C N {1,...,m + p}. Cette propriété signifie que
C NA{l,...,m+ p} est un ensemble clos pour la chaine de Markov associée au processus
irréductible (X;). Ceci entraine que {1,....,m +p} C C.

Comme on a montré auparavant que p,; € C pour tout i € CN{1,...,m}, on en déduit
que E=A{1,...om—+p}U{pq, ..., } C C.

Le seul ensemble clos pour la chaine de Markov associée a (Z;) est donc I'ensemble E
et le processus (Z;) est irréductible. W

Ces résultats préliminaires étant terminés, nous abordons maintenant le calcul de la
disponibilité asymptotique.

3.3.2 Calcul de la disponibilité asymptotique

Nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.6 Lorsque p est la loi exponentielle de paramétre o (p = Exp «), si (Xy)
est un processus semi-markovien irréductible non-arithmétique, la disponibilité asympto-
tique du systéme maintenu existe et vaut

1
1+ ac (Fxpa)

A (Eapa) =

he1 V' (m+ k) E(Ryyr) + D00 v (1) B (M)
S (@) (1= X g (@)
he1 V(KB (R ) + 300 v (1) B(M,)

= « ST () (3.7)

ou V' est la loi stationnaire de la chaine de Markov associée au processus semi-markovien
(Zt).

Remarque 3.7 Lorsque p est une loi quelconque, la disponibilité asymptotique sera notée
ultérieurement A (p). Afin de conserver la méme notation tout au long de ce chapitre,
nous préférons donc la noter ici A (Exp o) au lieu de A (@), ce qui pourrait parailre
plus simple au premier abord.

to (Bapa) =

Démonstration.

D’aprés le lemme 3.5, on sait déja que (Z;) est un processus semi-markovien irréduc-
tible (récurrent). Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.3, on sait que les durées moyennes des
cycles E; (7)) sont finies. Il reste alors a vérifier que (Z;) est un processus non-arithmétique
pour pouvoir appliquer les théorémes limites concernant les processus-semi-markoviens.

Supposons que le systéme soit au départ dans 1’état 1 et notons R} U'instant de premier
retour en 1 pour (Z;). Soit par ailleurs A un borélien inclus dans dZ, avec d € R. 1l s’agit
alors de vérifier que P; (R| € A) = 0.

Notons pour cela Ry l'instant de premier retour en 1 pour (X;).

On a alors R} = Rj si le premier retour en 1 a lieu avant la premiére maintenance.
Sinon, R} est de la forme R} = T" 4+ 5’ ot S’ suit la loi exponentielle de paramétre a et
ou T” est une variable aléatoire indépendante de S’.
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On en déduit que

P, (BEEA) S]P)](B] EA)‘FP] (T/+SIEA)

Comme (X;) est un processus non-arithmétique, on sait déja que Py (R, € A) = 0.

Par ailleurs, en utilisant le fait que S’ suit une loi exponentielle pour la seconde par-
tie, il est facile de voir que Py (T"+ 5" € A) = “0+°° Pi(t+S € A)dup (t) =0, ot pug
représente la loi de 7.

On en déduit que Py (R} € A) = 0 pour tout borélien A inclus dans dZ, avec d € R et
(Z;) est un processus non-arithmétique.

D’aprés les théorémes généraux concernant les processus semi-markoviens (cf [18] ou
[19] par exemple), on sait alors que la disponibilité asymptotique du systéme maintenu
existe et qu’elle vaut

Awc (Eapa) =

Doty v () E (7)) + Zie{m+1 ..... AP sk } V' (4) Bi (17)

ot /' est la loi stationnaire de la chaine de Markov associée au processus semi-markovien
(Z1).
. m !/ . / R /
Remarquons par ailleurs que » 7", v/ (i) E; (7]) est non nul car les E; (77) sont tous

non nuls pour 1 < i < m. En effet, d’aprés le lemme 3.3, on sait que E; (7)) =

é (1 — ij:ip qu (a)> pour 1 < ¢ < m. D’autre part, comme nous avons supposé que

E; (71) est non nul, 71/Xy = 7 ne peut pas étre nul presque partout. La transformée de
Laplace de sa loi (Z?Zp qa; (a)) est donc différente de 1 et on a bien E; (7}) > 0 pour
tout 1 <1 < m.

S V(i) B (77) étant non nul, (3.8) peut alors s’écrire sous la forme

1
Ax (E =
(Expa) 14+ a0 (Expa)

avec

/

Zie{m+l,...,m+p}u{u1,...,um} v/ (Z) E; (Tl)

oo (Hrp ) = S (3 B (7))

En coupant la somme du numérateur en deux et en utilisant les résultats du lemme
3.3, on obtient alors :

et V(M AR B (Ryyx) + 300 V' (1) B (M;)
S (i) (1= X0 g (@)

(oo (Expa) = (3.9)

Comme v/ est la loi stationnaire de la chaine de Markov associée au processus semi-
markovien (Z;), on sait par ailleurs que

vV (j) = ZV’ (4) Q5 ;, pour tout j € E.

i€k
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En particulier, en utilisant les résultats du corollaire 3.2, on a, pour j = p; et
ie{l,...,m}:

m-4p

V (ki) = V' (1) Q= V' () [ 1= iy (a)
=1

On en deéduit :

m m+p

D V@1 a(e) ] = ZV' (i) -
Jj=1 i=1

i=1

11 suffit alors de remplacer cette expression dans le dénominateur de (3.9) pour obtenir la
deuxieme forme proposée pour as (Exp o). B

Nous venons de voir comment calculer la disponibilité asymptotique du systéme main-
tenu. En qui concerne celle du systéme initial (notée A), nous avons maintenant deux
méthodes & notre disposition pour la calculer. On peut en effet utiliser la méme méthode
que pour le systéme maintenu : si (X;) est irréductible non-arithmétique, on obtient ainsi

1 - P v (m+k)E(Ryyr)
mni k=1
avec any = U
Do V(i)
ol " est la loi stationnaire de la chaine de Markov associée au processus semi-markovien
(Xi).

On peut aussi la calculer en remarquant que A™ est la limite de Ay, (Exp o) quand

mi __
o 1+ a

a tend vers 0F.

D’un point de vue numérique, remarquons que les formules obtenues pour les disponi-
bilités asymptotiques du systéme maintenu et du systéme initial sont aisément calculables.
En effet, pour le systéme maintenu par exemple, il suffit de déterminer la matrice de tran-
sition ' a I'aide du corollaire 3.2. On en déduit alors la loi stationnaire v/ qui est un
vecteur propre de @’ (ou de 'Q’ selon 1’écriture) et on remplace v/ par sa valeur dans (3.7)
(ou dans l'autre formule proposée), tous les autres termes étant connus.

Quelques exemples de calculs sont donnés un peu plus loin, au paragraphe 3.3.4.

Nous étudions auparavant la disponibilité instantanée du systéme.

3.3.3 Calcul de la disponibilité instantanée

Rappelons tout d’abord que, pour tout ¢ > 0, la disponibilité a l'instant ¢ (aussi appelée
disponibilité instantanée) est la probabilité que le systéme fonctionne a l'instant ¢.

Cette probabilité dépendant de I’état initial du systéme, nous supposons maintenant
que le systéme est au départ dans I'état de marche parfaite 717

Pour le systéme initial, la disponibilité instantanée est donc

m

AP =Py (X €{1,...m}) = Py (X; =), (3.10a)
Jj=1
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alors que pour le systéme maintenu, elle vaut
m
A =P (Z efl,..m})=> P (Z=j).
j=1

Rappelons maintenant la méthode utilisée pour calculer la disponibilité instantanée
d’un systéme semi-markovien (cf [22] par exemple). Nous décrivons cette méthode pour le
processus (X;) associé au systéme initial.

D’apreés (3.10a), le probléme revient en fait a calculer les probabilités P; (X; = j), que
I’on ne sait en général pas calculer directement. On sait en revanche trouver des équations
de renouvellement vérifiées par ces probabilités. En prenant les transformées de Laplace de
ces équations, on obtient alors les transformées de Laplace des fonctions t —— P; (X; = j).
On en déduit aisément la transformée de Laplace de la disponibilité instantanée. 11 n’y
a alors "plus qu’a” inverser cette transformée pour obtenir la disponibilité instantanée.
Remarquons que ce type d’inversion se fait en général a 1’aide d’un logiciel de calcul formel
(ici MAPLE) qui ne sont souvent pas trés performants dans ce domaine. La programmation
doit donc étre faite de fagon trés soigneuse.

Enoncons maintenant de facon précise les résultats.
Nous donnons pour cela quelques notations supplémentaires.
On note ainsi :

- P (i,j) =P; (X = 7), pour tous t >0, 14,5 € {1,...,m+ p},
P la transformée de Laplace de ¢ —— P, (7, j) pour tous 4, j € {1,....,m +p} :

00
Pi*j (s) = /0 e stp, (,7) dt, pour tout s > 0.

— Pr(s) = (PZ*7 (S)>1gz‘,jgm+p’ pour tout s > 0,

— A(s) la matrice carrée d’ordre m + p définie par

e S B
A;j(s) = (RS NG) - (3.11)
- Zl§k§m+p/k76i Aig(s) si i=]

pour tout s > 0.

Remarquons que la matrice A (s) est bien définie car Z;qj]p q; ; (s) est différent de 1
(car E; (11) # 0, cf la démonstration de la proposition 3.6).
Avec ces notations, si (X;) est irréductible, P* (s) est donnée par

P*(8) = (81 p — A(s)) "', pour tout s > 0. (3.12)
Grace a la linéarité de la transformée de Laplace, la transformée de Laplace de la

disponibilité instantanée du sytéme initial (Ai”‘i* (s) = .[groo e"th%mdt) est alors donnée
par

AT () = P (s). (3.13)
j=1
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De la méme facon, nous calculons maintenant la transformée de Laplace de la dispo-
nibilité instantanée du systéme maintenu. On obtient le résultat suivant :

Proposition 3.8 Si le processus semi-markovien (X;) est irréductible et si les durées
moyennes de maintenance sont non nulles, la transformée de Laplace de la disponibilité
instantanée du systéme maintenu existe et vaut

A*(s) =) Pri(s) (3.14)
j=1

o

P (s) = (sI = A (s))71

(3.15)
et A'(s) est la matrice carrée d’ordre 2m + p définie par :

pour 1 <1 <m:

Aij(s+a) sil<j<m-+petj#i
o 51J =
Al (s) = ie
1, (S) 0 s1] € {:ula 7Mm}\uz

=D kjhri Aip (8) st =i
pourm4+1<i<m+4p:

Aij (s) sitl<j<m-+petj#i

Al/lﬂ? <S) = 0 S/]:j 6 {ILL]7 "'7Mm}
=D gk Aip (8) sij =i

- pO’Uﬂ"i =y € {:ulv“-mum,} :

sy sil<i<m
o T g (5) =J=
1y, (s) = 721@/1#11, A;“’k (s) sij=y
0 dans tous les autres cas

Démonstration. Pour pouvoir utiliser la méme méthode que pour le systéme initial, il
faut que (Z;) soit un processus semi-markovien irréductible et que les durées moyennes
passées dans les différents états soient non nulles (cf (3.11) et la remarque qui suit (3.11)).

Le premier point a déja été vérifié dans le lemme 3.5.

Le deuxiéme point provient du lemme 3.3 et du fait que nous avons supposé les durées
moyennes de maintenance non nulles (et les E; (71) # 0).

On peut alors définir une matrice A’ (s) associée au processus (Z;) de la méme fagon
que la matrice A (s) pour (X;) et appliquer la méthode décrite précédemment.

La seule chose a faire est donc de déterminer la matrice A’ (s).

Rappelons tout d’abord que, par définition de A’ (s) (cf (3.11)), on a

54375 (8) 54;%; (5)

1= ker qg*k (s) 1- Z}fjlp q;*k (8) = >k q;jkluk (s)

A;I,j (s)

Nous ne considérons que le cas 1 < ¢ < m, les autres cas étant immédiats.
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— pour 1 < j <m-+petj+#i, en remplacant q;*j (s) par sa valeur (cf lemme 3.1),
on obtient alors :

$q; (s + )
LY s+ a) - g5 (1 S g ()
s8q; (s + a)
(1-%) (- ST a4 )
8q; (s +a)
ot (1 - ZZZP U (s+ a))
(s+a)qg,;(s+a)
+D %
1 - ijzlp q; (s+a)
= Ai,j (S + Oé) .

A;,j (s) =

pour j = u,, on obtient de méme :

s535 (1 X0 a); (at )
A (s) = .+.( Jj=1 Hij )—a.

ik s m+p _x
ots (1 - Zk:lp o (s+ a)>

pour j € {fg, o oy P\ {15}
A;,] (S) = 07

ce qui achéve la démonstration. W

D’un point de vue pratique, pour calculer les disponibilités instantanées du systéme
initial et du systéme maintenu, il faut donc tout d’abord déterminer les matrices A (s)
et A’ (s). On commence pour cela par calculer A (s) a I'aide de sa définition (cf (3.11)).
La matrice A’ (s) s’en déduit aisément & 1’aide des formules données dans la proposition
3.8. On calcule ensuite P* (s) et P'™* (s) a 'aide de (3.12) et de (3.15), puis A™* (s) et
A* (s) aTaide de (3.13) et de (3.14). 11 reste alors & inverser les transformées de Laplace
pour obtenir les disponibilités instantanées A et A,

Nous étudions maintenant quelques exemples.

3.3.4 Exemples

Pour chacun des exemples de ce paragraphe, nous calculons tout d’abord la disponibi-
lité asymptotique du systéme maintenu et nous I’optimisons numériquement relativement
a a. On obtient ainsi, dans les deux cas, une valeur optimale pour . Nous calculons
ensuite la disponibilité instantanée du systéme soumis a cette politique de maintenance
optimale et nous la comparons & la disponibilité instantanée du systéme initial.

Pour I'un des exemples (markovien), nous comparons aussi la politique de maintenance
préventive proposée au deuxiéme chapitre & celle présentée ici.

Parmi les lois usuelles utilisées pour la durée de fonctionnement d'un systéme (encore
appelées lois de défaillance), nous avons déja cité dans I'introduction les lois de Weibull.
Un autre type de lois trés frequemment utilisées dans 'industrie sont les lois GAMMA. Ce
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sont les lois que nous avons choisies ici pour décrire I’évolution de notre systéme, pour des
raisons de simplicité. En effet, nous avons déja évoqué précédemment les difficultés que ’on
peut rencontrer pour inverser des transformées de Laplace et le calcul de la disponibilité
instantanée s’avére parfois difficile & mener a bien d'un point de vue numérique. Le calcul
de A* (s) faisant intervenir les transformées de Laplace des mesures g (7, j, dt), il est donc
souhaitable de modéliser I’évolution du systéme a I’aide de mesures dont les transformées
de Laplace sont aisément calculables (si possible!).

Rappelons que c’est le cas des lois GAMMA et que la transformée de Laplace d’une
loi £ =T (A, p) est donnée par

00 1
/ e e (dt) = ————, pour tout s > 0.
Jo (1+ ps)

Remarquons que, méme avec ce choix de lois GAMMA (et de parameétres simples pour
ces lois), MAPLE a besoin d’étre guidé pas & pas pour simplifier les résultats et pour
décomposer correctement la transformée de Laplace de la disponibilité instantanée avant
de I'inverser. Le choix du moment ot 'on passe des calculs formels aux calculs numériques
est aussi trés important.

Ces difficultés ne concernent bien évidemment que la disponibilité instantanée. En ce
qui concerne la disponibilité asymptotique, il est tout a fait possible d’utiliser des modéles
beaucoup plus compliqués, et cela méme pour I'optimisation par rapport a a.

3.3.4.1 Exemple 1

On consideére ici un systéme formé de quatre composants identiques et indépendants en
redondance passive, que 1'on suppose numérotés de 1 a 4 (cf §1.3.5.2 ). Au départ, le pre-
mier composant fonctionne, les 3 autres étant en attente. (Cet état est noté ”17). Lorsque
le composant 1 tombe en panne, on essaye le deuxiéme. Celui-ci démarre (instantanément)
avec une probabilité v (0 < v < 1). S’il a démarré, il remplace alors le composant 1 jusqu’a
ce qu’il tombe lui-méme en panne. S’il n’a pas démarré, on essaye alors le composant 3,
qui démarre lui-méme avec une probabilité + et ainsi de suite. On suppose que la durée
de vie d’un composant suit la loi T (A, i) et que 'on ne peut pas réparer les composants
tant que le systéme fonctionne.

On note 4 ’état ot ¢ — 1 composants sont en panne, pour i € {1,...,4}. On a donc ici
m = 4 états de marche. L’état de panne (unique) correspond au cas ou les 4 composants
sont en panne.

Lorsque le systéme est tombé en panne, on répare tous les composants. La durée de la
réparation Rs se décompose sous la forme de la somme de deux variables aléatoires R5 1
et I5 2, indépendantes entre elles et indépendantes de I'évolution antérieure du systéeme.

Ry 1 correspond & la durée de réparation proprement dite et suit la loi I' (A, pt1). R52
correspond au temps d’attente du réparateur au moment ot le systéme tombe en panne
et suit la loi T (A9, py).

On a donc Rs = Rs1 + Rs2, ott Rs1 — I' (A, 1) et Rso — T'(Aa, t9), avec Rs 1 et
Rs 2 indépendantes.

Avec les hypothéses précédentes, I’évolution du systéme est clairement semi-markovienne.
Notons f la densité de la loi T (A, ).
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Le noyau semi-markovien (q (4, j,dt)) du processus (X;) est alors donné par

0 vf@)dt (L—)f () dt (1—7)yf (t)dt <1v>3f<t>ﬂ
0 0 [ (t)dt (L=f () dt (1—7)°f (t)dt
(q(i,4,dt)) = 0 0 0 vf (t)dt (1—9) f@ydt |-
0 0 0 0 f(@)dt
q(5,1,dt) 0 0 0

Remarquons que si Ay # Az (et c’est le cas dans les valeurs numériques choisies ici,
voir ci-dessous), la loi ¢ (5,1,dt) de R; n’est pas aisément calculable. En revanche, sa
transformée de Laplace est facile a déterminer, puisque c’est simplement le produit des
transformées de Laplace des lois de R5; et de R5 2 (indépendance).

En ce qui concerne les opérations de maintenance & partir des différents états de
marche, on suppose qu’elles remettent toutes le systéme dans ’état 1 et que leurs du-
rées suivent toutes la méme loi que Ry 1, & savoir I' (Aq, ).

D’un point de vue numérique, on prend :

- A=2, u=1,
A =3, uy = 0.1,
— X =2,y =1,
v =0.8.

On obtient les résultats suivants :

AT = (.7473,
opt 0.3791,
A (Bzpa®') = 08071

«

Les figures 3.1 et 3.2 ci-dessous représentent la disponibilité asymptotique du systéme
maintenu A (FExp a) en fonction de a (en trait plein), ainsi que celle du systéme initial
A" (en trait discontinu).

08 0.8

0.75 o7

0.6
0.7

0.5
0.65
04
0.6
03
0.55
0.2

05
0.1

0.45

0 1 ra 3 4 0 2 0 60 80 100

Figures 3.1 et 3.2. A, (Exp «) en fonction de o, comparaison avec AT,
(méme figure avec une fenétre différente)

On peut remarquer sur ces figures que la politique de maintenance n’améliore pas la
disponibilité asymptotique pour toutes les valeurs de a. Ainsi, si a £ 1.0035, c’est-a-dire,
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122 Un modéle de maintenance préventive : cas semi-markovien

si B(S) = é < 0.9965, la maintenance arrive trop rapidement et il est préférable de ne
pas maintenir le systéme.

On constate aussi que Ao (Expa) tend bien vers A7 quand a tend vers (), comme
nous ’avions annoncé & la fin du paragraphe 3.3.2.

On peut par ailleurs remarquer que Ao (Exp @) tend vers 0 quand a tend vers linfini.
Ce résultat est tout a fait naturel puisque, lorsque « tend vers l'infini, le temps d’attente de
la maintenance tend vers 0. Comme les durées moyennes de maintenance sont non nulles,
cela signifie que 1'on ne fait plus que maintenir le systéme.

Nous avons maintenant tracé sur la figure 3.3 la disponibilité instantanée du systéme
soumis a la politique de maintenance optimale A; (E’I"p aOpt) (en trait plein) ainsi que la
disponibilité instantanée du systéme initial (en trait discontinu).

0.95
0.9

0.85

08
075 A

0.7

0 5 10 15 t 20 25 30 35

Figure 3.3. A; (Emp o/’pt) et A" en fonction de t.

Nous nous apercevons sur cette figure que, pour o = a°?*, la disponibilité instantanée

du systéme maintenu n’est pas toujours meilleure que celle du systéme initial. Ainsi, pour
t < 4.4307, A]" est supérieure & A; (Exzp o). En revanche, dés que t 2 4.4307, la
politique de maintenance améliore la disponibilité instantanée, bien que le systéme n’ait
pas encore atteint son régime stationnaire (le systéme initial en est encore loin).

Remarquons enfin que 4; (E’I"p aopt) varie de facon plus réguliére que A en fonction
de t et atteint plus rapidement son régime stationnaire. La politique de maintenance semble
donc "stabiliser” 1’évolution du systéme.

3.3.4.2 Exemple 2

On considére ici le méme systéme que celui étudié dans 'exemple 2.13, afin de pouvoir
comparer les résultats donnés par la politique de maintenance présentée dans le chapitre
2 & celle que nous étudions ici.

Rappelons qu’il s’agit d’un systéme de type k sur n, formé de n composants identiques
et indépendants, de taux de panne constant A, non réparables pendant que le systéme
fonctionne. Les réparations et les opérations de maintenance remettent le systéme dans
I’état de marche parfaite.

On prend n = 5. Les valeurs numériques sont identiques a celles de 'exemple 2.13.
On les compléte en supposant que les durées de réparation (Rs) et de maintenance
(M;, 1 <i < 4) suivent des lois GAMMA.

Plus précisément, on suppose que :

k=2 =1,
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3.3 Techniques semi-markoviennes dans un cas particulier 123

— Ry suit laloi T (3, 1&5) (on a donc E(Rs5) = =5),

— Pour 2 <i <4, M; suit la loi T' (2, 355) (on a done B (M;) = t555).

En ce qui concerne Mj, remarquons tout d’abord que, le systéme étant markovien,
il est & I’état neuf tant qu’il est dans I'état 1. C’est d’ailleurs pourquoi, dans le cha-
pitre 2, aucune maintenance n’était jamais effectuée sur I’état 1. Il semble donc naturel
de considérer ici que la durée M; est nulle. C’est ce que nous faisons dans un premier
temps. Nous calculons alors la disponibilité asymptotique du systéme maintenu et nous
I'optimisons par rapport a «. En ce qui concerne la disponibilité instantanée, rappelons
que la méthode que nous utilisons pour la calculer nécessite que les durées moyennes de
maintenance soient non nulles (cf §3.3.3). Cela nous ameéne alors & considérer un second

cas ol la durée moyenne de M; est non nulle (mais tres faible).

Cas ou E(M;) =0
On obtient les résultats suivants :

A;’Zf = 0.9847 (identique & celle obtenue dans I’exemple 2.13),
aEToc Ax (Expa) = 0.9901,
aPt = 7.9534,
As (Bxpa®™) = 0.9917.

On a par ailleurs tracé sur les figures 3.4 et 3.5 la disponibilité asymptotique du
systéme maintenu A, (Exzp «) en fonction de « (en trait plein), que l'on compare avec
celle du systéme initial A (en trait discontinu).

0.991 0.991 g
0.99 0.99
0.989 0.989
0.988 0.988
0.987 0.987
0.986 0.986
0.985 0.985
0 10 0 % 40 50 0 200 40 600 800 1000

Figures 3.4 et 3.5. Ax (Fxp a) en fonction de o, comparaison avec ALY
(méme figure avec une fenétre différente)

Ici, contrairement au cas précédent, A (Expa) ne tend pas vers 0 quand « tend vers
Iinfini. Ceci s’explique par le fait que la durée moyenne de maintenance a partir de 1’état
1 est nulle, de sorte que, méme si le temps d’attente de la maintenance est nul (quand «
tend vers l'infini), le systéme n’est, malgré tout, pas toujours en train d’étre maintenu.

Par ailleurs, on constate ici que la politique de maintenance améliore la disponibilité
asymptotique pour n'importe quelle valeur de a.

Cas ot M suit la loi T'(2,1/200000), E (M;) = 1/100000
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On obtient les résultats suivants :

A = (.9847 (rappel),
lim Ay (Exzpa) = 0,
a——+0oC
Pt = 7.6806,

Axe (Empaopt) = 0.9916.

Les figures 3.6 et 3.7 représentent la disponibilité asymptotique du systéme maintenu
Ao (Exp @) en fonction de « (en trait plein), ainsi que celle du systéme initial A” (en

i

trait discontinu).

0.991
0.99
0.99

0.988
0.989
0.988 0.986
0.987 0.984
0.986

0.982
0.985

0 10 20 30 40 50 0 200 400 600 800 1000

o [of

Figures 3.6 et 3.7. A (Exp ) en fonction de «, comparaison avec A
(méme figure avec une fenétre différente)

On constate ici que la politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique
pour a 5 568.6.

La figure 3.8 représente maintenant la disponibilité instantanée du systéme soumis
a la politique de maintenance optimale A; (Emp ozopt) (en trait plein) et la disponibilité
instantanée du systéme initial A}™ (en trait discontinu).

0.9%
0.996

0.994

0.992

0.99

0.988

0.986

0.984

Figure 3.8. A; (Emp o/’pt) et A™ en fonction de t.
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Ici, la politique de maintenance optimale améliore la disponibilité instantanée du sys-
teéme & partir de la valeur ¢t ~ 0.5495. (La encore, le systéme maintenu atteint son régime
stationnaire plus rapidement que le systéme initial).

Comme nous 'avions annoncé au début de ce paragraphe, nous comparons maintenant
les résultats donnés par la politique de maintenance que nous venons d’étudier a ceux du
chapitre 2 (exemple 2.13).

Rappelons tout d’abord les résultats du chapitre 2 :

pour ¢ = 1 (maintenance sur les états 2 a 4) : A% = 0.9922, c(l’pt = (.3020,
pour ¢ = 2 (maintenance sur les états 3 et 4) : AZ" = 0.9935,
pour ¢ = 3 (maintenance sur I'état 4) : A% = 0.9949.

Comme on pouvait s’y attendre, les résultats donnés par la politique de maintenance
du chapitre 2 sont toujours meilleurs que ceux obtenus dans ce chapitre.

Nous comparons maintenant un peu plus précisément les politiques de maintenance
donnant les résultats les plus proches, a savoir le cas ¢ = 1 pour le chapitre 2 et le cas
E (M) = 0 ici.

Remarquons tout d’abord que ces deux cas correspondent & des politiques de mainte-
nance trés proches. En effet, lorsque I'on choisit E (M) = 0 dans ce chapitre, cela revient
a dire que, lorsque le systéme est dans ’état 1, on ne 'arréte pas pour le maintenir. En
d’autres termes, on ne l'arréte que lorsqu’on le trouve dans un état 2 & 4. La politique
de maintenance est donc la méme que dans le chapitre 2 (cas ¢ = 1), mis a part le
fait que, ici, le temps d’attente de la maintenance, qui correspond & la premiére variable
inter-inspection du chapitre 2, suit obligatoirement une loi exponentielle. Nous savons
alors d’apres le chapitre 2 que, sous certaines hypotheéses (vérifiées dans le cadre de
cet exemple), le temps d’attente optimal est déterministe. C’est pourquoi la disponibilité
asymptotique optimale est moins bonne dans le cas exponentiel.

En revanche, si I’'on ne maintient pas le systéme a I'instant optimal cqp, la figure 3.8
ci-dessous nous montre qu'un temps d’attente exponentiel peut étre préférable a un temps
d’attente déterministe pour des temps moyens d’attente égaux. Cette figure représente
en effet les disponibilités asymptotiques du systéme soumis aux deux types de mainte-
nance : Ay (6¢) (en trait discontinu) représente celle du systéme soumis a la politique
de maintenance du chapitre 2, cas ¢ = 1, avec un temps d’attente déterministe, alors
que Ao (E.rp %) (en trait plein) représente celle du systéme soumis a la politique de
maintenance du chapitre 3, cas E (M;) = 0 avec un temps d’attente exponentiel.

0.994

0.992

0.988

0.986

0.984 : ‘ ‘ : ‘
0

1 2
Figure 3.8. Ay (Ezp 1) (trait plein) et A (6.) (trait discontinu) en fonction de c.
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On constate sur cette figure que, lorsque ¢ 5 0.1377 ou ¢ Z 1.2955, la loi exponentielle
donne de meilleurs résultats qu'une masse de Dirac (& moyenne égale). Ceci s’explique
par le fait que, lorsque ¢ est éloigné de sa valeur optimale pour As (6c) (Copr = 0.3020),
contrairement a une masse de Dirac, la loi exponentielle permet quant & elle de maintenir
de temps en temps le systéme au bon moment (autour de cop).

Ainsi, sl n'est pas possible de maintenir le systéme a linstant optimal cop (0w si
cet instant est mal déterminé), il peut étre préférable d’utiliser une loi plus étalée qu’une
masse de Dirac pour le temps d’attente de la maintenance. Remarquons que nous ’avons
vu ici pour une loi exponentielle, mais que I’on obtiendrait bien sir le méme résultat avec
d’autres lois (on en verra d’ailleurs d’autres exemples plus loin).

Nous abordons maintenant ’étude du cas général, ot la loi p n’est plus nécessairement
exponentielle.

3.4 Cas général

Dans tout ce paragrphe, nous supposons maintenant que la loi p du temps d’attente S
de la maintenance est quelconque.

Nous précisons tout d’abord quelques hypothéses et quelques notations supplémen-
taires, en complément de celles du paragraphe 3.2.

3.4.1 Hypothéses - Notations supplémentaires

Rappelons que, dans le paragraphe 3.2, nous avons supposé que le systéme initial est
dans un état de marche a I'issue d’une réparation. Grace a ’hypothése semi-markovienne,
nous savons par ailleurs que cet état de marche (aléatoire) ne dépend que de 1'état de
panne m + k associé a la réparation et qu’il est distribué selon la 1ol Qpmik.e, O Qrmike
désigne la m + k-iéme ligne de ). Comme dans les chapitres 1 et 2, nous supposons
maintenant que cet état de marche dans lequel le systéme redémarre aprés réparation est
aussi indépendant de I’état de panne m + k (ce dont nous n’avions pas besoin dans le
cas ol (Z;) était semi-markovien). On note alors Dpg (i) = Qm+k; la probabilité que le
systéme redémarre dans I’état de marche 7 aprés n’importe quel type de panne pour tous
1<i<m,1<k<pet Dp=(Dr(),...,Dr(m)).

Rappelons par ailleurs que R, représente la durée de la réparation associée a 'état
de panne m —+ k pour tout 1 < k < p. On note alors

E (Rpi1)

E (R.m+p)

De la méme facon, on suppose maintenant que I’état de marche dans lequel le systéme
redémarre aprés une opération de maintenance est lui aussi indépendant de I’état de
dégradation du systéme au moment ot 'on commence cette opération. Aprés une telle
opération, on note alors Dy (j) la probabilité que le systéme redémarre dans I'état de
marche j (avec Dy () = % pour tous 1 < 4,5 < m) et Dy = (Dpr (1), ..., Dps (m)).
Rappelons par ailleurs que M; représente la durée de la réparation associée a 'état de
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maintenance p, pour tout 1 <i < m. On note alors

E (M)
E (Mp)

E (M) =

B (M)

Nous nous intéressons maintenant a 1’évolution du systéme initial lorsqu’il est en
marche.

Nous supposons ainsi que, lorsque le saut de 'état de marche i (1 <i <m) a l'état
j (1 <j<m+p) est possible, c’est-a-dire lorsque ;; est non nul, la mesure ¢ (i, j, dt)
admet une densité v; ; par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus, on suppose que v; ;
est continue sur R, dérivable sur R, a support infini. (Remarquons que c’est le cas de
la plupart des lois classiques utilisées en fiabilité).

Pour 1 <i<metl<j<m+p,lorsque le saut de I’état i a I’état j n’est pas possible
(c’est-a-dire lorsque Q; ; = 0), on convient de poser v; ; = 0.

On note alors v"™™ et v""P les matrices de fonctions définies par

o = (Ui-,.j)]gj,jgm et 0P = (W,m+k)1§i§m,1§]€§p~

Grace aux hypothéses concernant les mesures ¢ (i,7,dt), il est facile de voir que la
premiére durée de fonctionnement T' sachant que Xy = ¢ admet une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue (pour tout 1 <4 < m). De plus, cette densité est elle aussi continue
sur R*, dérivable sur R%, a support infini.

On considére maintenant différentes fonctions liées a I'évolution du systéme initial
lorsqu’il part d’un état de marche.

Pour 1 < i < m, on note ainsi :

F; 1a fiabilité du systéme initial partant de 7 :

F; (s) =P; (T > s), pour tout s > 0.

— F; la fonction de répartition de 1" sachant que Xg =1 :

F;(s)=P; (T <s)=1-F,;(s), pour tout s > 0.

- Z?Z la fonction définie par

Fi(s)= / F; (t) dt, pour tout s > 0.
Jo

Gi.m+k et h;; les fonctions définies par

Gimik(s) = Pi(T<sNXp=m+k)
et iy (s) Pi(T>sNXs=1),

pour tous s > 0, 1 <il<met 1<k <p.
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— g et h les fonctions & valeurs matricielles définies par

(8) = (Gimsk (S))1§7:§m,,1§k§p
(s) = (hiy (S))lgi,lgm'

pour tout s > 0.

Avec ces notations, on a clairement

P m
Z!}i,ch = F; et Zhi,l = [}, (3.16)
k=1 =1

pour tout 1 <7 < m.

Par ailleurs, comme la premiére durée de fonctionnement T' sachant que Xy = ¢ admet
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue (voir au-dessus), on sait que P; (T = s) =
0, pour tout s > 0. En particulier, on peut écrire indifféremment T < s ou T < s
dans les différentes fonctions définies au-dessus. De la méme fagon, comme T et S sont
indépendantes (ot S désigne le temps d’attente de la premiére maintenance), on peut
utiliser la méme remarque dans les différents calculs de probabilités faisant intervenir T
et S par la suite.

Enfin, comme la densité de 1" sachant que Xq = ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue

est & support infini, on peut aussi remarquer que les fonctions F; ne s’annulent pas sur
R* (pour 1 <7 < m).

On considére maintenant différentes fonctions liées a I’évolution du systéme initial a
Iissue d’une réparation. On note ainsi :

— Fp la fiabilité du systéme aprés un redémarrage suivant une réparation :
m m
Fr(s)=> Dr(i)P;i(T >s)=> Dg(i) F(s) (3.17)
i=1 i=1

Fg la fonction de répartition correspondante : Fr =1 — Fkg.

Fr= S Dg (i) F; (ou encore, Fr (s) = |5 Fr(t)dt, pour tout s > 0).

Aprés une opération de maintenance, on définit les fonctions Fay, Far, Fas de la méme
facon que F, Fr Fpr en remplacant simplement Dp par Dy dans les définitions précé-
dentes.

Avec ces notations, remarquons que, les fonctions F; ne s’annulant pas sur RT, il en
est de méme pour les fonctions Fg et Fi.

Nous nous intéressons maintenant au calcul des différentes fonctions que nous venons

de définir, a savoir Fj, E, Fg, FR, F, F]u, F:’R, E]u, g et h.

3.4.2 Reésultats préliminaires

Si w désigne une fonction positive intégrable sur R™, on note ici w* sa transformée de
Laplace (w* (s) = ;;roc e w (t) dt, pour tout s > 0).

Pour tout s > 0, on note aussi g* (s) la matrice d’ordre m x p formée par les g, ., (s)
pour 1 <7 <metl1l<k<p. En d’autres termes, g* désigne la ”transformée de Laplace”
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de g, si 'on convient que la transformée de Laplace d’une matrice est calculée terme a
terme.

De la méme facon, h*, 0™™* et 77P* désignent les ”transformées de Laplace” respec-
tives de h, o™™ et 0P,

Par ailleurs, si x1, ..., Tm, sont des réels, on note Diag (x;,1 < i < m) la matrice diago-
nale dont les coefficients diagonaux sont les z;.

Avec ces notations, on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.9 Pour tout s > 0, les matrices g* (s) et h* (s) sont données par

—% 1 7T, Tk —1 ~m,p*x
g (s) =~ (Im— 0™ (s)) L0 (s)
; 1 jaxy
et h* (s) = " (Ip — ™™ (s)) ! Diag [ 1 — Z vii(s),1<i<m],
j=1

ot Iy, désigne la matrice unité d’ordre m.

Démonstration. Pour ¢ >0, 1 <i<met 1<k <p, on a, par définition de g; 41 (¢) :
Gimtk () =P (T <cNXp=m+Ek).

En distinguant selon ce qui se passe a I'instant 71, on a alors :
m

Gismtk (€) =Pi (11 <eN Xy =m+k) +ZR' (T<cnNX; =jNnXr=m+k).
j=1

En utilisant les densités v; ; des mesures ¢ (4, 7, dt) et en utilisant la propriété de Markov
a I'instant 71 pour le deuxiéme terme, on obtient :

Gim+k (€) = /v7m+k du—l—Z/ i(T<c—unXr=m+k)v,;(u)du
JO

— [t du+z/qy,m+k w) vy (w) du

= ./OIC Vi m+k (U) du + Z (gj,m—Fk * Ui,j) (C) .

J=1

En prenant la transformée de Laplace de cette expression, on obtient, pour tous s > 0,
1<i<metl<k<p:

oc c m
g;'k.,m+k (g) - /O eS¢ </0 Vi mtk (u) du) dc + Z g;-im+k (9) 7);]- (9)

=1

1
= zm+l€ +qum+k ( )

en utilisant (3.1).
Ces équations peuvent alors s’écrire :
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Remarquons par ailleurs que, comme maxi<;<m Zy 15 (s) < 1, le théoréeme de
Perron-Frobenius nous permet d’affirmer que 1 n’est pas valeur propre de o (5).
On en déduit le résultat annoncé, a savoir
1 _
g (s8) =~ (Im — 0™ (s)) L (s)
Le calcul de h* (s) se conduit de la méme facon.

En distinguant suivant que 71 < ¢ ou que 71 > ¢, on obtient ainsi :

hi,l (C) = P (T >cNX,= l)

I
NE

Pi(T>cnNXc=IlNT1 <cNXy =)
1
+P, (T >cnNX.=1lNT1 >¢).

.
Il

En utilisant les densités v; ; et la propriété de Markov a l'instant 71 pour le premier
terme, on a maintenant :

hij(c) = Z /0 Pi(T>c—unNXe=10v;u)du+ [—i P (11> ¢)

+oo m+p

- i./:hjyl (¢ —w) v (u)du+ I 1}/ v j (u) du.

=1

En prenant la transformée de Laplace, on obtient :

m-4p

Zh vl () + Iy Z/ </+Oov,»_j (u) du> de. (3.18)

+p

]'+OO = [, — Jy et le fait que jmzl v; ; est une densité de probabilité,

En utilisant .
la deuxiéme somme s’écrit

mEp oo 00 400 m+p
Z / e % </ v; 5 () du> de = / e *1- Z / v; j (u) du | de
i1 - 0 Je l J0
j=
m+p
d’apres (3.1).
En remplagant dans (3.18), on obtient
m-+p
Zh (s) + g z}— 1= vis(s)
j=1
Ceci peut alors s’écrire
_ mtp
h*(s) = 0™ (s)h* (s) + —Diag | 1 — Zq)zj(e),1<7 <m],
7=1
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d’ou la formule annoncée. A

D’un point de vue pratique, ces résultats nous suffisent pour calculer toutes les fonctions
définies a la fin du paragraphe précédent. En effet, on calcule tout d’abord les fonctions
9i.m+k €t h;; en inversant leurs transformées de Laplace, fournies par le lemme 3.9. On
en déduit les valeurs de F} et de F; a I’aide de (3.16). (On peut aussi utiliser F; 4+ F=1

pour 'une de ces deux fonctions). On calcule ensuite les fonctions F; a I'aide de leur
définition (F; (s) = Jo Fi (t)dt). Les fonctions Fg, Fur, Fr, F, Fr et Fyr se déduisent
alors aisément des fonctions Fj, F; et Fi.

Ces différentes fonctions vont maintenant nous permettre de calculer la disponibilité
asymptotique du systéme maintenu.

3.4.3 Calcul de la disponibilité asymptotique

Nous nous intéressons tout d’abord au cas général, puis nous regardons quelques cas
particuliers.

3.4.3.1 Formule générale

Nous avons déja signalé au début du paragraphe 3.3 que, contrairement au systéme
initial, le systéme maintenu n’évolue en général pas selon un processus semi-markovien.
Comme dans les chapitres 1 et 2, I’étude repose alors sur le caractére semi-régénératif du
processus (Z;) décrivant I’évolution du systéme. En effet, 1a encore, I’évolution du systeme
aprés une réparation ou une opération de maintenance ne dépend que de I’état de marche
dans lequel il redémarre apres la période d’arrét.

Théoréme 3.10 La disponibilité asymptotique du systéme maintenu existe et vaut

1
A (p) = 1+ aoo (p)
E(FyoS E(FroS) Dyl (E(go S)E(R)+E (hoS)E (M
() = LM 25) P+ B U ) Du] (B (g0 SETR) +B (o 5) B (3.19)

E(Fy 0 S)B (Fr oS) +E(FroS)E (Fu oS)

Remarque 3.11 Remarquons que les fonctions Far, Fr, Fr, Fu, § et h ne dépendent
ni des lois des durées de maintenance, ni de la loi du temps d’attente de la maintenance
p. La disponibilité asymptotiqgue du systéme maintenu dépend malgré tout de la loi p a
travers la variable S et pas seulement de sa moyenne. En revanche, elle ne dépend que des
moyennes des durées de maintenance, mais pas de leurs lois.

Démonstration. Soit (7},), .y la succession des instants de redémarrage du systéme
maintenu apres les différentes périodes d’arrét (pour une réparation ou pour une opération
de maintenance), avec Ty = 0.

Comme nous 'avons déja annoncé, (Z;) est clairement un processus semi-régénératif,
les instants de semi-régénération associés étant les instants 7;,. Soit maintenant C' ’en-
semble des états de marche atteignables avec une probabilité non nulle a I'issue d’une répa-

ration ou d’'une opération de maintenance : C = {i € {1,...,m} tel que Dg (¢) + Dy (i) >
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0}. Comme pour le théoréme 2.3, il alors est facile de voir que, quitte a restreindre
I'espace d’états a C, on peut supposer la chaine de Markov (Y},) irréductible.

Nous avons déja signalé que la premiére durée de fonctionnement T' admet une densité
par rapport a la mesure de Lebesgue (cf §3.4.1). On en déduit alors facilement que, si
le systéme part de I'état 1 < 7 < m, la loi du premier retour en ¢ ne peut pas étre
portée par un ensemble du type dR, ou d € R. En d’autres termes, le processus (7Z;) est
non-arithmétique.

D’apres les théorémes généraux de la théorie du renouvellement markovien, on sait alors
que, si v désigne la loi stationnaire de la chaine de Markov (Y;,) et si >, v;E; (Th) < 400,
ona:

>y vills (foﬂ ]I{Zse{l,...,m}d5>
Z?i] vil; (Th)

Déterminons tout d’abord la loi stationnaire v de la chaine de Markov Y. On commence
pour cela par calculer sa matrice de transition (P ;).

A (p) = (3.20)

Soient 1 < 4,5 < m. On a alors

Py = Pi(Y1 =)

P
- P (lej/Xi :m+k>m (X;1 :m—i—k>

=1
+§:P7 (Y1 =j/Xp, = uz) P (XT] = m)
=1
= DR(j)Xp:]R (Xi:m+k>+D]V[ ZP (Xi *Mi)
k=1
= Dr())Pi (T <S)+Dum ()P (T > 9)

Avec les notations données dans le §3.4.1, ceci s’écrit :
P;j=Dgr(j)E(F;08)+ Dy (j)E (FioS).

On sait par ailleurs que, pour tout 1 <j <m, v; = Z;W:l viP; ;.
On en déduit

vj = Z (Dr(j)E(F;0S)+ Das () E (F; 0 8)) v;

= CDgr(j)+(1—-C) Dy (j), (3.21)

avec C =Y """ E(F; 0 8)v;. (Remarquons que C < 1 car, d’aprés §3.4.1, F; > 0 et
donc F; < 1, pour tout 1 < i < m).
En remplacant v; par sa valeur dans C, on obtient alors :

C = CZE (Fy0S) Dg (i) ZDM E(F,;05)

=1
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¢’est-a-dire
C:CE(FROS)+(1—C)E(F]V[OS)

On en déduit

B (Fy o S) _ E (Fyr o 5) (3.22)

C = —
1 -E(FroS)+E(FyoS) E(FroS)+E(FuoS)

(car FR+FA,,1 > FR > 0)
En remplagant C par sa valeur dans (3.21), on a maintenant

B E(FyoS) ) B E(Fup o S5) :
Yi = B(noS) +B(Ey e 2T (1 E (FpoS) +E<FMOS)> D)
= /{[E(F]V[OS) Dgr (])—F(l*E(FROS))DAI (7)}

avec k =1/ (E (FR o S) +E(Fyo S)) < +o00.
Cela peut encore s’écrire :

I/:I{[E(F]VIOS)DR—Q—E(FROS) D]\d (323)

(
/OC Pi(s AT > 1) dt> o (ds)

(
h </UIP’ (T >t)dt> p(ds)
-

- E (1? os> . (3.24)

En remplagant v par sa valeur (cf (3.23)), le numérateur de A (p) s’écrit alors :

m Ty m B _
ZV7E7 </0 H{Zse{l ’’’’’ m}d§> = K',Z [E (F]V[OS) DR (7)—|—E<FROS> D]\/[ (7)}E(F,, OS>
i=1 - i=1

E(FyoS)> " Dr(i)E (Ez oS>
+E(FroS) Y% Dy (i) E (}:7‘2 OS)
B(Fio ) B (FpoS)

+E (Fro S)E (Fa oS)

= K
= K

(3.25)

Calculons maintenant E; (77) pour 1 <i < m.

Sophie BLOCH- MERCIER 18 décembre 2000



134 Un modéle de maintenance préventive : cas semi-markovien

Remarquons tout d’abord que

p m
E; (T]) = E; (S/\T+ZRm+k~]I{ZTm+k}+2]\/[l-]I{Z 3 }>
1

T, —n
k=1 =1 o

p
= Ei(SAT)+ Y E(Ruir) P (Zi —m+ k)
k=1

+ Y BB (Zp, = ). (3.26)
=1
De plus,
00
J0
‘+OO
= [ gm0
= E (gi,m—|—k © S) .
De la méme fagon
oo
Pi( 7‘1:/%) = /O P(T >snNXs=1)p(ds)
'+OC
= [ et
Jo
= E (hi,l e} S) .

En remplacant dans (3.26) les deux termes que nous venons de calculer, on a maintenant :

m

Ei(Ty) = E(SAT)+ ) E(Bpmik)E(gimikoS)+ Y E(M)E(hiyoS8)
k=1 =1

- E(S/\T)+(E(EJOS)W)(Z')+(E(ﬁoS)W)(z’).

On en déduit :

ini — iviE ST i” (B(go S)EMR) (1)
i=1 i=1 i=1

T 3.27
+(E(hos)E(M)) (4) (3.27)

En remplagant v par sa valeur (cf (3.23)) et en utilisant (3.25), on obtient :

m E(FAIOS)E(;‘ROS)—FE(FROS)E(}::‘]V[OS
> vl (Th) =k (E(FapoS)Dr+E (FroS) D) (3.28)
i=1 X(E(QOS)WJFE(BOS)E(M))

1l est alors facile de vérifier que Y v v, (Th) < +o0.
En effet, on a clairement E (;R oS) <3 Dr(i) o (c0) =37 Dr(1)E; (T) <

+oo (cf §3.2) et E (]?M oS> < 400 de la méme fagon. Comme & et les autres termes sont
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aussi finis, on a bien > ", ;E; (T1) < 4o00.

La disponibilité asymptotique du systéme maintenu est donc bien définie et elle est
donnée par (3.20).

On déduit alors facilement de (3.25) et de (3.28) I'expression annoncée. B

Nous nous intéressons maintenant a quelques cas particuliers ou la formule donnant la
disponibilité asymptotique peut étre simplifiée.

3.4.3.2 Quelques cas particuliers

Cas ot Dp = Dy; : Nous supposons ici que Dy = Dg =016 D.
Dans ce cas, on obtient immédiatement :

a (p) = l l : (3.29)

ou F'=Fpy=Fpg.

Remarquons que le cas ou il n’y a qu'un seul état de marche, que I'on peut aussi
étudier & V'aide de techniques semi-markoviennes (cf début de §3.3), rentre aussi dans
ce cadre. Comme nous ’avons déja signalé, les techniques semi-markoviennes donneraient
dans ce cas la méme formulation de la disponibilité asymptotique (nous ne détaillons pas
les calculs).

Cas o0 E (R, 1) = E(Ryy1) pour tout 1 <k <p: Le vexteur E (R) se met alors sous
la forme E (R) = E (Ry,+1) 17, ot 1P désigne le vecteur colonne d’ordre p ne comportant
que des 1.

Par ailleurs, comme > ¥_; gim+k = F;, on a aussi (E(go S)17) (i) = E(F; ¢ S).

On en déduit :

DpE(geS)17 =Y Dr(i)E(Fi0S) =E(Fgo5).
i=1
De la méme fagon : Dy/E(go S)1P =E(Fy; 0 5).
On obtient alors :

[E(FAIOS)DR—FE(FROS) D]V[] (E(E]OS)W)
E(Rm+1) [E (F]V[OS) DR+E(FROS) D]\d E(goS) 1P
= E(Rer]) [E(F]\/[OS)E(FROS)+E(FROS)E(F]V[OS)]
E(Rer])E(F]\/fOS).

La formule de la disponibilité asymptotique (cf (3.19)) peut donc étre simplifiée dans ce

cas en remplacant []E (FypoS)Dr+E (FR ) S) DM} (]E (goS)E (R)) par B (R, 1) E(Fap o0 S).

Remarquons que le cas ot il n’y a qu'un seul état de panne rentre aussi dans ce cadre.

Cas ou E(M;) = E(M;) pour tout 1 <i <m : Le principe est le méme que dans le
cas précédent. En utilisant 37" by = E;, on obtient ici (E(hoS8)1™) (i) = B (F;05),
puis DRE (ho ) 1™ = B (Fro §) et DyE (hoS8)1™ =E (Fy o S).
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Comme E (M) = E(M;) 1™, on obtient alors

[B(Fus 0 S) Dr +E (FroS) Dy (E (ho $)E(M))

E (M) [E(FapoS)Dr+E (FroS) Dyl (E (hoS)1™)
E (M) [E(FroS)E (FroS)+E (FroS)E (FyoS)]
E(M)E (FroS).

Cas ou1 S suit une loi exponentielle : Lorsque S suit une loi exponentielle, la formule
générale donnant la disponibilité asymptotique (3.19) ne se simplifie pas beaucoup. C’est
pourquoi nous ne donnons pas de formule particuliére pour la disponibilité asymptotique
dans ce cas.

Remarquons simplement que, contrairement au cas ol il n’y a qu'un seul état de
marche (voir ci-dessus le cas Dy = Dpg), il est beaucoup plus difficile ici de retrouver
les résultats obtenus au paragraphe 3.3 a I'aide de techniques semi-markoviennes (sous
des hypothéses un peu moins restrictives). En effet, la formule (3.7) du paragraphe 3.3
fait intervenir la loi stationnaire du processus semi-markovien (Z;). Comme on ne sait en
général pas déterminer cette loi de fagon explicite (mis a part le cas ot il n’y a qu’un seul
état de marche), la comparaison des deux formulations demande ici de nombreuses pages
de calculs, que nous ne détaillons pas. En revanche, il est facile de vérifier que les deux
formulations donnent les mémes résultats numériques, ce que nous avons fait sur quelques
exemples.

Nous terminons maintenant ce paragraphe consacré au calcul de la disponibilité asymp-
totique par quelques remarques concernant son calcul numérique.

3.4.3.3 Calcul numérique de la disponibilité asymptotique

D’aprés le paragraphe 3.4.2, nous savons déja comment calculer les différentes fonc-
tions (Far, Fr, g, h, Fg et Z;’M) qui interviennent dans l'expression de la disponibilité
asymptotique (cf (3.19)).

Si w désigne 'une de ces fonctions, il est alors facile d’en déduire la valeur de E (w o S)
qui intervient dans (3.19), a 'aide de

oo
E(woS) = /0 w(t) p(dt). (3.30)

A priori, les résultats du paragraphe 3.4.2 sont donc tout a fait suffisants pour calculer
la disponibilité asymptotique, et c’est d’ailleurs cette méthode que nous utilisons lorsque
S est déterministe.

En revanche, lorsque ce n’est pas le cas, il peut étre préférable d’utiliser une autre

forme de E (ER oS) (et de E (]?M oS)).

En effet, lorsque l'on utilise (3.30) pour E (ER OS), on obtient

E (ER os> - ‘/O%C ./: Fr (s)dsp (dt) (3.31)

ce qui conduit a un calcul d’intégrale double.
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Si la fonction de survie de S (notée p) est facilement calculable (ou méme directement
donnée par les logiciels de calcul comme pour les lois GAMMA), on peut aisément éviter
ce type de calculs en remarquant que

E (ER os) - ./O'm p(s) Fr (s)ds. (3.32)

Notons que cette formule s’obtient facilement de la fagon suivante :

E(;’ROS> = iDR(i)Ei(S/\T):iDR(i) /(;+OCIP’1(SAT><9)d=9
i=1 i=1 :

m ' 00 ) .+007 7
- ;DR(Z)./O P<S>S)E(S)d$:/ﬂ 5(s) Fr (s) ds.

Si p est connue, la formule (3.32), qui ne fait intervenir qu’une intégrale simple, permet

alors d’obtenir une meilleure précision que (3.31) pour le calcul de E (FR OS) (et de

E (]?M OS) ). Lorsque S n’est pas déterministe et que p est connue, c’est donc cette formule

que nous utilisons.

Ces précisions étant données, nous nous intéressons maintenant a ’optimisation de la
disponibilité asymptotique.

3.4.4 Optimisation de la politique de maintenance, cas général

Comme dans le chapitre 2, la disponibilité asymptotique est clairement une fonction
décroissante par rapport a chacune des durées moyennes de maintenance E (A4;) (cf (3.19)).
Le seul probléme est alors 'optimisation relativement a la loi p du temps d’attente de la
maintenance.

Nous commencons par I’étude de quelques exemples.

3.4.4.1 Exemples

Comme au chapitre 2, comme on ne peut pas considérer toutes les lois p possibles,
nous utilisons 1a encore des lois GAMMA et nous optimisons alors la disponibilité asymp-
totique par rapport aux paramétres de ces lois GAMMA, ou plus précisément, par rapport
a leurs espérances et a leurs écart-types.

Exemple 1 Le systéme initial est le méme que dans ’exemple étudié dans le paragraphe
3.3.4.1. Rappelons qu’il s’agit d'un systéme formé de quatre composants identiques et
indépendants en redondance passive. Un composant donné démarre avec la probabilité .
La durée de vie d'un composant suit laloi I" (A1, ¢¢1). On ne peut pas réparer les composants
tant que le systéme fonctionne.

A la différence du paragraphe 3.3.4.1, nous supposons ici qu'une réparation remet le
systéme dans ’état 3. La durée moyenne d’une réparation (a partir de 'état unique de
panne 5) est E(R5) = 2. Une opération de maintenance remet le systéme dans l’état de
marche parfaite.

La durée d’une opération de maintenance est supposée indépendante de 1'état de dé-
gradation du systéme au moment ol on la commence et sa moyenne vaut E (M7) = 1.

On prend par ailleurs :
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- )\]:57/*61217
v=0.9.

La figure 3.9 représente alors la disponibilité asymptotique du systéme maintenu
lorsque p est une loi GAMMA en fonction de 'écart-type et de la moyenne de cette loi.

ique

o o o
™ ® ®
& & N

Disponibilité asymptot

0.83

Ecart-type

Moyenne

Figure 3.9. A (T'(\, 1)) en fonction de la moyenne et de l’écart type de T (X, ).

On peut observer sur la figure 3.9 que la disponibilité asymptotique est optimale
lorsque P'écart-type de T (A, i) tend vers 0 et que sa moyenne est au voisinage de 10.

Plus précisément, si I'on optimise Ao (T'(\, ) en fonction de son écart-type v/Apu
et de sa moyenne Ay, on trouve que la disponibilité asymptotique est optimale lorsque
lécart-type de T' (A, i) tend vers 0 et sa moyenne vers cop; ~ 10.5061. En particulier, la
loi p optimale est de type déterministe.

De plus, on a alors :

AT — 0.8261 et A% = (0.9010.

En observant la figure 3.9, on constate aussi que, lorsque p a une moyenne éloignée
de copt (par exemple de Pordre de 20), la disponibilité asymptotique du systéme augmente
avec I'écart-type. On retrouve ainsi le méme phénoméne que celui observé dans I'exemple
du paragraphe 3.3.4.2, et la conclusion est la méme, a savoir que, s’il n’est pas possible de
maintenir le systéme & linstant optimal cop (0u si cet instant est mal déterminé), il peut
étre préférable d’utiliser une loi plus étalée qu’une masse de Dirac pour le temps d’attente
de la maintenance.

Exemple 2 On considére maintenant un systéme markovien formé de trois composants
indépendants C1, Cy et Cg en paralléle. Le composant C; (pour 7 € {1,2,3}) a un taux de
panne \; et un taux de réparation y,; constants. (Les composants sont réparables pendant
que le systéme fonctionne). Soit A; 'événement ”le i*™¢ composant fonctionne”. On définit
les états de marche suivants : 717 = A;NAsN Az, 72" = AiNAyN A3, 73" = AN AN As,
747 = Al NA;N Az, 75" = AN AQ N Ag, 767 = Al NAs N Ag, T = Al N AQ N As, et
I'état de panne : 78" = A; N Ag N As.

On se place ici dans le cas classique ol la durée d’une réparation aprés une panne suit
la loi exponentielle Exp (p + g + fig).
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On a alors :
0 Aza(t)  Aoa(t)  Mal(t) 0 0 0 0
Laby (f) 0 0 0 Aaby (f) Ah1 (f) 0 0
poba () 0 0 0 Azbz (1) 0 A1bz (1) 0
.o /leg (t) 0 0 0 0 )\3()2 (t) )\ng (t) 0
i, 4, dt)) =
(g (7,5, d1)) 0 wocr (1) pger (t) 0 0 0 0 Are (t)
0 H1C2 (t) 0 H3C2 (t) 0 0 0 )\202 (t)
0 0 wics (t)  pocs (t) 0 0 0 Ascs (t)
0 0 0 0 pnd (t)  pad (t)  pgd (t) 0

9

a (t) — e~ (MitAa+As)t
P

by (t) = o~ (Mitdatug)t o, (t) = e~ MituptAa)t po (t) = o~ (H1TXra+A3)t
TN o) (1) = e Catmatmnlt o (1) = e (Aol oo (1) = o U matro)t
d(t) = e (H1tuotus)t

D’apres la matrice précédente, une réparation remet le systéme dans I'un des états 757,
76" ou ”7”, avec les probabilités respectives :

Di(5) = ——H—— Dy (6) = —2— et Dp (1) = — 2 —.
H1 + Ho + [ M1+ Hg T pg H1+ Ho + Hg
En ce qui concernent les opérations de maintenance, on suppose qu’elles remettent
toutes le systéme dans I’état de marche parfaite et que leur durée est indépendante de
I’état de dégradation du systéme au moment ol on les commence.
D’un point de vue numérique, on prend :

M =25, A =3, A3 =238,

= 157 Ho = 2: H3 = 187

_ 1 ~
-~ B(Rg) = = ~ 0189,

E(M;) = 2] ~ 0.0189.

La figure 3.10 représente alors la disponibilité asymptotique du systéme maintenu
lorsque p est une loi GAMMA en fonction de 'écart-type et de la moyenne de cette loi.

o o

Disponibilité asymptotique

Ecart-type

Moyenne

Figure 3.10. Ao (T'(\, 1)) en fonction de la moyenne et de I’écart type de T' (A, p).
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140 Un modéle de maintenance préventive : cas semi-markovien

La encore, on constate que la loi p optimale est déterministe, ce que confirme 1'opti-
misation de Ay, (T (A, 1)) en fonction de son écart-type et de sa moyenne.

On trouve ainsi :
A = 0.7717, copr = 0.1867 et AZ' = 0.8518.

De plus, lorsque p a une moyenne éloignée de ¢, (par exemple de 'ordre de 0.6), on
constate a nouveau que la disponibilité asymptotique du systéme augmente avec 1’écart-

type.

D’aprés les deux exemples que nous venons d’étudier (nous en avons aussi regardé
quelques autres), il semblerait que, comme au chapitre 2, [’étude de ['optimisation de
la disponibilité asymptotique relativement a la loi p puisse étre restreinte aux seules lois
p déterministes. Les maintenances correspondant aux lois p de ce type, que 'on appelle
dorénavant maintenances déterministes, sont donc trés importantes. Nous leur consacrons
maintenant un paragraphe.

3.4.4.2 Etude des maintenances déterministes

Nous nous restreignons ici au cas ot la loi p du temps d’attente de la maintenance est
une masse de Dirac en un point ¢ (¢ > 0), ce que I'on note : p = ..

Notre but est alors de donner des conditions sous lesquelles on peut affirmer qu’il existe
une politique de maintenance déterministe qui améliore la disponibilité asymptotique et
de déterminer la politique de maintenance déterministe optimale dans ce cas (parmi les
politiques de maintenance déterministes).

Nous commencons par préciser quelques hypothéses et notations supplémentaires.

Remarquons tout d’abord que, d’apres la formule (3.19), ax (6.) se met ici sous la
forme

(Far (6) Di+ T (6) Dar) (9 (B (R) +h () B

Uoo (60) = = =
Fr (C) Fr ((‘) + Fp ((‘) Far (C)

(3.33)

Si l'on regarde cette nouvelle formule, on s’apercgoit que les variations de a, (6¢) en
fonction de ¢ sont en fait trop compliquées a étudier, et cela méme si Dyy = Dp. (N'ou-
blions pas que g (c) et h(c) sont des matrices dont on ne connait que la transformée de
Laplace...). Cela nous ameéne a faire quelques hypotheéses supplémentaires, afin de sim-
plifier cette expression. On suppose ainsi que les durées moyennes de maintenance et de
réparation sont indépendantes de ’état de dégradation au moment ou on les commence.
En d’autres termes, on suppose que

E (M;) = E(M) pour tout 1 <i <m,
et que

E (Ryik,i) = E(Rmt1,:) pour tous 1 <k <p, 1 <i<m.

On note alors E(R) = E (Rp,41) la durée moyenne d’'une réparation.

En utilisant les remarques simplificatrices du paragraphe 3.4.3.2 et cette notation,
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(oo (8c) se met maintenant sous la forme

(oo (8e) = E(R) F (c) + B (M)

= . (M) Frle) (3.34)
Fy (c) Fr(¢) + Fr(c) Fu (¢)
C’est la forme que nous utilisons pour notre étude.

Rappelons par ailleurs que, d’aprés le paragraphe 3.4.1, nous savons que les fonctions
Fp et Fy ne s’annulent pas sur RT. Nous avions aussi remarqué, dans ce méme paragraphe,
que la densité de 7'/ Xy = i est continue sur R, dérivable sur RY (pour tout 1 <i < m).
On en déduit que Fr et Iy sont de classe C7 sur Ry, deux fois dérivables sur R .

Ces remarques nous permettent maintenant de définir deux nouvelles fonctions, notées
Tr et Tps, en posant :

TR:‘[—RQT,T]\,{:M.
Fr Fu
ou fR = — (FR)/ et f]w = — (F}w)l

tenance.

Les fonctions, T et 7as sont alors continues sur Ry, dérivables sur R* .
TR et Ty représentent respectivement les taux de panne aprés réparation et aprés main-

Ces nouvelles notations étant données, nous abordons maintenant notre probléme, a
savoir I’étude de I’apport des politiques de maintenances déterministes pour la disponibilité
asymptotique et son optimisation éventuelle.

Nous commengons par étudier les variations de as (6.) en fonction de c.

Lemme 3.12 Soient T et u les fonctions définies par

T = TrFv+ T]\,[F]\/f
et u == f.
Fr7+Fg
Alors, pour tout ¢ >0, on a :

%aoo (6e) > 0= %((]]g)) <u(c).

Démonstration. 1l s’agit simplement de calculer le numérateur de la dérivée de ¢ —
(o (6c) par rapport a ¢ (noté Num).

Rappelons que la forme de aq (6.) utilisée est donnée par (3.34).
Nous calculons tout d’abord la dérivée de Fyy IER +Fg ];M :

I

(FM Fr+Fg JEJM) fu Fr+FyFr — fr Far +FrFar

TmFy Fr—TrFRr Fur +Fr
car f]\/[ == T]\/fFIW et fR == TRFR.

De la méme facon :

(E(R) x Far +E (M) xFg)'

E(R) X f]w — E(]\/[) XfR
E(R)TA]F]V[ *E(Af)TRFR.
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On en déduit :
Num = (E (R) T]\,[F]\,,[ —-E (]\/[) TRFR) (F]\/[ J;R +FR }:7‘]w>

— (E(R) Fu + E(M) Fg) (TJMF]VI Fr—TrFRr Fur +FR) :
En factorisant par E (R) et par E (M) et en simplifiant les résultats, on a maintenant :

v Fuv (FM Fr+Fg 15M>
Num = E(R) N o B
—Fir (TMFM Fr —TrIR Fu +FR)
TrFR (FM Fr+Fr ﬁM)

“E(M)| A o)
+Fg (TMFM Fr-TrFRrR Fu +FR)
= FRE (R) (T]\,,fpj\/f ﬁ]w —Fy (—TR ﬁ]vf +1>>

—FRrE (M) (TRFM Fr+TuFy Fr +FR>
= FR (E(R) X (;’]MT*FAJ) *E(]\/[) X (;‘RT‘FFR))

car T = TrFn + T]\,[F]\/f.
Comme Fgr > 0, on en déduit que

L (6.) >0 < ]E((]If)) < ﬁj’ T B — o). m

de FRT+FR

Les variations de ao (6¢) en fonction de ¢ étant liées aux fonctions u et 7 (définies dans
le lemme 3.12), nous étudions maintenant leurs variations.

Lemme 3.13 5i les tauz de panne Typ et Tr sont croissants et si Tr > T, les fonctions
T et w sont alors croissantes et la fonction u admet une limite finie | en +oo.

Démonstration. Calculons tout d’abord 7/ :

’ ’ = ! =
T = TRFM -+ TRTMFM + TMFM —TmTmEwm

’ ! r -
= TRFIW —+ TIWFIW —+ T]\,,[F]\/f (TR — 7']\,,7) .

Sous les hypotheses 7/, > 0, T’M > 0 et Tp > 7Ta, la fonction 7 est donc clairement
croissante.

Ecrivons maintenant u sous la forme

= F
_ Fu —H

U T

= F
Fr+=2

= / = — /
Calculons tout d’abord (FM —FTM> et (FR —i—%) :

<F]V @)l _ FMTMFAVI;QFMTI

1 .
= T—Q(F]V[T@'*TJM)—FF]V[T/)
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et

= Fr\' _ —TpEFpT — Fpt’
<FR+—R> _ Fas RR2 R
T T

1 _ _
= _ﬁ (FRT(TR—T)+FRT/).

Remarquons par ailleurs que 73y < 7 < Tpg.

= /
Comme nous venons de voir que 7 > 0. on en déduit que | Fas —Em > 0 et
q ; q o

— _ ’
(Fr+2) <0,
De plus

_ e @) 1
Fu (c) = ‘/0 Fy (t) dt = Jo v (t)dt & T (€)

> Fy (c)
car Ty est croissant.
Comme 73 < 7, on a donc Fp> FTM et Fy f@ > 0.

Ceci entraine que v’ > 0 car

. /
stgne (u )

= Fy\ (= F - F = FpY
= signe <FM %) <FR+TR><FJM %) <FR+TR>

>0 >0 >0 <0

Il nous reste enfin & vérifier que la fonction u est bornée au voisinage de +oc.
Remarquons tout d’abord que

= =
_Fv = _Fu

u — T < =
Fr+i2  Fp

Par ailleurs, on a clairement :

lim }i]y[ (C) _ limc_,+oc }?‘1 (C)

T Br(c) S Dr (i) lime 100 Fi (€)
lime_yoc By (T A C)
Ey (T)

= ST DRE @ - T 882

La fonction u est donc bornée au voisinage de +oco. Wl

Nous donnons maintenant le résultat principal de ce paragraphe.

Nous nous placons dans le cas o1 les taux de redémarrages aprés une réparation ou une
opération de maintenance sont croissants, c’est-a-dire dans le cas ol les durées de fonc-
tionnement aprés un redémarrage sont IFR (Increasing Failure Rate) et dans le cas ou le
taux de panne aprés une réparation est plus grand qu’aprés une opération de maintenance.
Remarquons que ces conditions sont relativement naturelles et fréquemment vérifiées en
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pratique. Sous ces conditions, nous montrons qu’il existe une politique de maintenance
déterministe qui améliore la disponibilité asymptotique si et seulement si les opérations
de maintenance ne sont pas trop longues en moyenne, et nous calculons la disponibilité
asymptotique optimale.

Théoréme 3.14 Supposons les taur de panne Ty el Tr croissants el Tp > Thy.

1l existe alors une politique de maintenance déterministe qui améliore la disponibilité

asymptotique du systéme (ou encore Ic > 0 tel que Ao (8c) > ATH) si et seulement si
E(M)
E(R)

De plus, dans ce cas, il existe une politique de maintenance optimale parmi les main-

<l, oul=1lime yoou(c)>0.

tenances déterministes, c’est-a-dire que

Jeope > 0 tel que Ax (6c) < Axo (6copt) pour tout ¢ > 0,

0l Cop st tel que u (Copt) = %.

La disponibilité optimale (pour les maintenances déterministes) est alors donnée par
opt __ ) _ 1
AL = A (be,,,) = Traor avec
E(R)

(ER +@) (Copt) .

agg’f = (oo <6Copt> =

(3.35)

Démonstration.

D’aprés le lemme 3.12, La. (5.) >0 & % <u(c).

Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.13, u est croissante.

D’ot 1a discussion :

g IIEE((]IV%[)) > 1, alors %am (6.) <0 pour tout ¢ > 0.

¢ Ay (Oc) est donc croissante sur RY.

En particulier,

As (8,) < lim Ay (8,) = A

c——+o0

Si IIEE((]IVQ < [, on a le tableau de variation suivant :

c 0 Copt 400
/ [
E(M
u(d =i
o /
deloo (0c) | - +

e (6c) | 0\ gt /e

E(M)

Ao (6) est donc optimale en tout point cop tel que u (copr) = R
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De plus,

Aoc <6Copt) = E (R) — — — (Copt)
Fy FrR+Fr Fu

P
Fu——
Fy + ﬁXFR

Fr+—*%

Fy Fr+Fr Fur
Fu (JER +%) + (}?zv L) (

~— E(R)

(Copt) car u (copt) =

= E(R)

= - = = Copt)
(FR +%> (FM Fr+Fg FM>

1

= E(R) (;’R —i—%) (Copt)

aprés simplifications. W

Nous reprenons maintenant les exemples du paragraphe 3.4.4.1 afin de tester les ré-
sultats du théoréme 3.14.

3.4.4.3 Retour sur les exemples

Retour sur 'exemple 1 du §3.4.4.1 Avec les données du paragraphe 3.4.4.1 (quatre
composants identiques et indépendants en redondance passive, probabilité qu’'un compo-
sant démarre = 7, durée de vie d’'un composant < T (A1, 1)), les taux 7,7, Tg et T sont
donnés par la figure 3.11. On constate ici qu’ils sont tous les trois croissants en fonction
du temps (et que Ty <7< TR).

D’apres le lemme 3.13, on sait alors que u est croissante et qu’elle admet une limite
[ finie (cf figure 3.12). Apres calculs, on trouve ici que I ~ 1.8421.

18
16
14
12
1
0.8
0.6
0.4

0.2

or 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figure 3.11. 7ps (trait plein), Tr (pointillé) Figure 3.12. Fonction u
et T (pointillé, au milieu) en fonction du temps. en fonction du temps.

D’apreés le théoréme 3.14, on sait alors qu’il existe une politique de maintenance
déterministe qui améliore la disponibilité asymptotique du systéme si et seulement si
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=

Jg)) < [ ~ 1.8421. (Remarquons que les durées moyennes de maintenance peuvent ici

E
et

—~

-

e plus longues que les durées moyennes de réparation).

Pour les données du paragraphe 3.4.4.1 (% = 0.5), les valeurs de cop et de A%
fournies par le théoréme 3.14 coincident avec celles qui ont été données dans ce para-

graphe. Nous ne les redonnons pas ici.

Retour sur ’exemple 2 du §3.4.4.1 Avec les données du paragraphe 3.4.4.1 (trois
composants différents, indépendants, en paralléle), les taux 7y, Tr et T sont donnés par
la figure 3.13. On constate ici que 7, est croissant, mais que Tg est décroissant. Malgré
tout, les fonctions 7 et u sont croissantes, de sorte que ’on peut tout de méme appliquer
les résultats du théoréme 3.14 (voir la démonstration de ce théoréeme).

25} 03
0.25

0.2
15

0.15

0.1

05 0.05

0! 02 04 06 08 1 12 14 0! 02 04 06 08 1 12 14
Figure 3.13. 7ps (trait plein), Tr (pointillé) Figure 3.14. Fonction u
et T (pointillé, au milieu) en fonction du temps. en fonction du temps.

On sait alors qu’il existe une politique de maintenance déterministe qui améliore la
disponibilité asymptotique du systéme si et seulement si %((Jg)) <1 ~0.3326.

La encore, pour les données du paragraphe 3.4.4.1 (E (M) = 0.1 x E(R)), les valeurs
de cops et de A% fournies par le théoréme 3.14 coincident avec celles qui ont été données

dans ce paragraphe et ne sont pas reprises ici.

En conclusion de ce paragraphe, consacré au cas ot Dy peut éventuellement étre
différent de Dyy, il semblerait que optimisation de la disponibilité asymptotique puisse
étre, comme au chapitre 2, restreinte aux seules lois p déterministes. Par ailleurs, le
théoréme 3.14 nous fournit un critére pour savoir s’il existe une maintenance déterministe
qui améliore la disponibilité asymptotique. Le cas échéant, il nous donne aussi l'instant
optimal pour maintenir le systéme et la disponibilité asymptotique associée.

Nous nous restreignons maintenant au cas particulier ot Dy; = Dp.

3.4.5 Optimisation de la politique de maintenance, cas ou D,; = Dy

Dans tout ce paragraphe, on suppose maintenant que les redémarrages aprés une opé-
ration de maintenance se font de la méme facon qu’aprés une réparation. En d’autres
termes, on se place ici dans le cas ott Dy = D =06 D.

On ne prend en revanche, aucune hypothése sur les durées moyennes de réparation et
de maintenance.
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D’apres (3.29), as (p) se met alors sous la forme

oo (p) = : (3.36a)

ou F=Fpr=Fpm.

Dans ces conditions, nous démontrons tout d’abord le résultat observé dans le cas
général (Dys éventuellement différent de Dp) sur quelques exemples, a savoir que I'opti-
misation de la disponibilité asymptotique relativement a la loi p peut étre restreinte aux
seules lois p déterministes.

3.4.5.1 Restriction aux maintenances déterministes
Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 3.15 Dans le cas ot Dy = Dpg :

1. (1 existe p° telle que A (p?) > AZ) (H)
=
(Il existe & > 0 tel que A (6,0) > ATE) (H")

2. Sous Uhypothese (H) ou (H'), il ewiste copt > 0 tel que Aso (8c,p) > Aoc (p), pour
toute loi p.

Démonstration.
1. (H') entraine clairement (H). Montrons la réciproque, ou plutét sa contraposée.

Supposons donc
Age (60) < AT pour tout ¢ > 0,
ou, ce qui est équivalent,

oo (6c) > @™ pour tout ¢ > 0. (3.37)

oC )

Montrons alors

ini

(oo (p) > all’, pour toute loi p.
Remarquons tout d’abord que, d’apres (3.36a), ax (p) se met ici sous la forme

_ num (ax (p))
oo (p) = ——> (ace (p))

avec

_ "+00
num (ase (p)) = D (E (9o S)E(R) +E(hoS)E (M)) - /0 num (as (8)) p (dc)

et

~toc

dén (ao (p)) = E (1? os) - /0 dén (ase (6.)) p (dc) .
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En utilisant (3.37), on en déduit que

oo
num (aeso (p)) = ‘/0 (oo (8c) .dén (ass (8¢)) p (dc)

e / dén (ase ((62))) p (de) = aidén (ase (p)) .
J0O

En d’autres termes, on a bien as (p) > a¥, pour toute loi p.

2. Supposons maintenant (H) ou (H') vérifice.
Montrons tout d’abord qu’il existe ¢,y tel que Ay (6copt) > Ax (6¢), pour tout ¢ > 0.
La fonction ¢ — A (6.) étant majorée par 1 sur RY, {Ax (6.) /c > 0} admet une
borne supérieure.
De plus, on a clairement

lim Ay (6.) =0et lim Ay (6.) = AT

c—0+ c——+00

Comme, par hypotheése, il existe ¢ > 0 tel que Ay (6,0) > AT et que la fonction
¢ — Ay (8.) est continue, on en déduit que sup {Ax (6.) /¢ > 0} correspond en fait a la
borne supérieure sur un compact de R et qu'il est atteint.

11 existe donc cqp; tel que Ay (6copt) > Ax (6¢), pour tout ¢ > 0.

En utilisant la méme méthode que pour le point 1, il est alors facile d’en déduire que
Ao (6cop) = Acc (p), pour toute loi p. W

D’apres ce qui précéde, nous savons maintenant que I’on peut restreindre ’optimisation
de la politique de maintenance aux maintenances déterministes. Ceci nous permet de
donner quelques critéres pour que la politique de maintenance améliore la disponibilité
asymptotique, c’est-a-dire pour qu’il existe une loi p telle que Ay (p) > AT

3.4.5.2 Quelques critéres pour que la politique de maintenance améliore la
disponibilité asymptotique

Nous nous placons ici sous les mémes hypothéses qu’au paragraphe 3.4.4.2, a savoir
E(M;) = E(M;) =pote E(M) pour tout 1 < i < m, BE(Rpik) = E(Bmt1) =not¢ E(R)
pour tout 1 <7 < m.

Rappelons que nous avions défini dans ce paragraphe un taux de panne 7 en posant
T=TrFp +TnmFM.

Sous la condition Djy; = Dg, on a clairement 7 = 757 = 7 et 7 représente donc le
taux de panne aprés n’importe quel redémarrage (qui se font tous selon le méme vecteur
D).

De la méme facon, on a Fay = Fr, Far = Fg, ... Pour ne pas alourdir les notations, on
enléve alors tous les indices M et R et on note I, F, ...

Avec ces notations, la fonction u définie dans le paragraphe 3.4.4.2 devient maintenant

Fr—F Fr+F—1 1
rrr_rrt . - (3.38)

Fr+F FT+F Fr+F

u =

Rappelons aussi que [ désigne la limite de cette fonction u en +o0o lorsqu’elle existe.
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Remarquons enfin que, d’apreés (3.34), as (6.) se met ici sous la forme

w6y = BRIF @ +BOOF () (3.30)

F (c)

En faisant la synthése des théorémes 3.14 et 3.15, on obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 3.16 Si Dy; = Dpg et si T est croissant :
1l existe alors une politique de maintenance qui améliore la disponibilité asymptotique

du systéme (ou encore il existe une loi p telle que A (p) > AZY) si et seulement si
E(M)
E(R)

De plus, dans ce cas, il existe une politique de maintenance optimale parmi tous les

<l, oul=1lime yoou(c)>0.

types de maintenances et cette politigue de maintenance optimale est de type déterministe
(c’est-a-dire : eop > 0 tel que As (p) < Ao ((5
copt €st alors donné par

), pour toute loi p).

Copt

E (M)
u (COPt) T E (R)
et la disponibilité asymptotique optimale est AP = A (6copt) = T avec

E (R)

a® = ao (Bcopt) = m

(3.40)

(méme formule que dans le cas général, ot Dy est éventuellement différent de Dg).

Démonstration. Ces résultats proviennent immédiatement des théorémes 3.14 et 3.15.

Nous étudions maintenant le cas ou le taux de panne 7 est décroissant. En effet, méme
si ce cas est relativement rare pour les systémes habituellement étudiés en fiabilité, il
peut malgré tout se produire dans certains domaines particuliers, comme en fiabilité des
logiciels par exemple, ainsi que nous I’a signalé J. L. Soler.

Proposition 3.17 Dans le cas ou Dy = Dpg, si le taux de panne T est décroissant, la
politique de maintenance diminue la disponibilité asymptotique du systéme.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, d’aprés le théoréme 3.15, il suffit de
considérer les maintenances déterministes.
Par ailleurs, d’apres (3.38), on a ici

= N/ _ = _ =
signe (u') = signe <(F T+ F> > = signe (FT—i— FT - TF) = signe (F 7'/> . (3.41)

Si 7 est décroissant, v est donc décroissante.

On en déduit que u (¢) < u(0) = 0.

Or, d’aprés le lemme 3.12, on a 2an, (6.) > 0 & % <wu(c).

Ceci entraine que ¢ —— a (6.) est décroissante, ou encore que ¢ — Aq (6c) est
croissante. En particulier, on a donc A (6.) < lim. 400 Aco (60) = A, N

Nous nous intéressons maintenant au cas oul le taux de panne 7 n’est pas monotone.
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En général, ’étude est alors beaucoup plus compliquée et il n’est souvent pas trés
facile de donner des conditions sous lesquelles la politique de maintenance améliore la
disponibilité asymptotique. Malgré tout, on peut tout de méme envisager deux cas ot il
est possible d’en donner : le cas ou le taux de panne est tout d’abord décroissant puis
croissant et le cas contraire.

Le premier cas est trés classique en fiabilité et correspond aux fameuses ”courbes en
baignoire” : le systéme est tout d’abord dans une période de "rodage” et a un taux de
panne décroissant, puis il rentre dans la période ”utile” ot le taux de panne est a peu prés
constant. Enfin, le systéme rentre dans la période de "fin de vie” ou le taux de panne est
croissant car le systéme vieillit.

Le deuxiéme cas se rencontre par exemple lorsque la durée de fonctionnement du sys-
téme peut étre modelisée par une loi Log-normale (voir §3.4.5.3 ci-dessous). Remarquons
qu’un exemple précis justifiant 1'utilisation d’une telle loi peut étre trouvé dans [14|. Un
autre exemple de systéme ayant un taux de panne tout d’abord croissant puis décroissant
est donné un peu plus loin (voir exemple 3.21 ci-dessous).

Théoréme 3.18 Dans le cas ot Dy = Dp :

1. Sl existe co > 0 tel que T est décroissant sur [0, co] puis croissant sur [co, +00],

u admet alors une limite finie positive | quand c tend vers +oo. La politique de
: . ‘ B ‘ ‘ UE(M)
maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement si o < I.

Dans ce cas, il existe une politique de maintenance optimale et elle est est obtenue
_ . CB(M) )

pour p = 6 0l Copt est tel que u(Copt) = B (méme résultat que dans le cas

IFR).

2. S’il existe cg > 0 tel que T est croissant sur [0,co] puis décroissant sur [cg,+00],

Copt ’

la fonction w admet alors une limite | quand c tend vers +oo (avec éventuellement
I =—0). De plus :
- Sil >0, il eziste k € [I,1] (que l'on sait calculer) tel que la politique de

maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement si IIEE((%) <k

(avec k =1 si 7 (0) > =2—).
F(o0)
Sil<0:

- SiT(0) > %, la politique de maintenance diminue la disponibilité asymp-
F(cc

totique.

- 8iT(0) < 7(1 X il eziste k €]0,1] (que U'on sait calculer) tel que la politique
F(occ

de maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement si
E(M) g
B(R) ‘

Dans le cas 2., lorsque la politique de maintenance améliore la disponibilité asymp-
totique, il existe ume politique de maintenance optimale et elle est obtenue pour
E(M)

P = Ocppy OVEC Copy = Min (c >0/u(c) = W)'

Dans tous les cas, (cas 1. et 2.), lorsqu’elle eziste, la disponibilité asymptotique opti-
male est la encore donnée par (3.40).

Remarque 3.19 Remarquons que, dans le cas 2., la condition | < 0 signifie que la durée
de fonctionnement du systéme comporte une “importante” partie DFR.

D’autre part, =L— peut étre interprété comme le taux de panne de la loi exponentielle
F(o0)

de moyenne F (00) = Eq (T), durée moyenne de fonctionnement du systéme aprés un
redémarrage.
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Sil < 0, la condition T (0) < L signifie alors que la politique de maintenance ne
F(o0

peut améliorer la disponibilité asymptotique que si le taux de panne, lors du redémarrage,
est plus petit que le taur de panne de cette loi exponentielle qui donnerait la méme durée
moyenne de fonctionnement.

Remarquons aussi que lorsque T (0) = 0, ce qui est assez fréquent, cette condition est
toujours vérifiée.

Démonstration. La encore, d’aprés le théoréme 3.15, il suffit de considérer les main-
tenances déterministes. Rappelons d’autre part que, d’aprés (3.41), u et 7 varient de la
méme fagon en fonction de c.

1. Par hypothése, 7 est décroissant sur [0, ¢g]. Il en est donc de méme pour u et on a
u(c) <u(0) =0, pour ¢ < cp.

D’aprés le lemme 3.12, cela implique que ¢ — aq (6c) est décroissante sur [0, cgl,
ou encore que ¢ — Ay (8.) est croissante sur [0, cg].

On est donc ramené a optimiser Ao (6.) sur [cg, +00].

Comme 7 est croissant sur [cg, +00[, la discussion est alors la méme que dans le cas

i

ol 7 est croissant (cf la démonstration du théoréme 3.16).

2. D’apres les hypothéses et (3.41), u admet un maximum en ¢g. De plus, u étant
décroissante sur [cg, +00[, u admet une limite | (éventuellement égale & —o00) en
+o00.

E(M)
E(R)

Nous distinguons maintenant différents cas, suivant la place de par rapport a

u(cg) et 1 (avec I < u(cg) car u est décroissante sur [cg, +00[).

(a) Siwu(cy) < E(—Jg), le lemme 3.12 entraine alors que ¢ — A (6.) est croissante

)
maintenance diminue la disponibilité asymptotique.

(b) Si0< % <, soit Copt = min (C >0/u(c) = II%((]JV{)))'

On obtient alors le tableau de variations suivant :

c 0 Copt co +o0
RN
u(c) % l
o/
oo (6c) | 00 =
\ Ao (6”01275) /
/ A (SCDpt
A (6p) 0 \ Almi

La fonction ¢ +— A (6¢) est donc maximale en cop.

(c) Supposons maintenant que | < % < u(cp).

Soit alors cop = inf{c > 0/u(c) = %} et cgpt = inf{c > co/u(c) = _]IEE((]}VQI))}-
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On a alors le tableau de variations suivant :

c 0 Copt o Copt +o0
VAN
E(M E(M
u(c) ﬁ ﬁ
o / N
oo oo (6C/opt> \
(oo (0c) N (6, / age!
/ Ao (6copt) / Agron
Ase (6c) | 0 N\
ae(s, )

La maintenance améliore donc la disponibilité asymptotique si et seulement si
Goc (6copt) <al.

Or, d’apres (3.39), on sait que :

atl! = lim ax (6c) = = (7)
c—+00 F (OO)
De plus,
E o
oo (Ocop) = (F) 7 (Copt) (méme calcul que pour (3.35) )

On en déduit :

» 1
(aoo (6Cnpt> < af‘)’g“) & T (Copt) (1 —u(copt)) < = ) (3.42)
F ()
Par ailleurs, comme [ = lime_ oot (c) = 1 — ———, on a aussi —— =
7(0c) F(o0) F(oc)

(1 —1)7(c0).

En remplagant dans (3.42), on a maintenant :

oo (6Copt) < af)gi

< (1 —uleopt)) T (Copt) < (1 =17 (00) = lim (1 —u(c))T(c)

c—+oo
< v (copt) <, (3.43)
en posant v = (1 —u) T et I, = lime 4o v (¢) = (1 = 1) 7 (00) = =
F(o0)
Ceci nous améne a étudier les variations de la fonction v.
Rappelons pour cela que
1 pr -
U:1*:—7 et UIZ%ZFTI(lfu)Q.
FT+F (F T+ F)
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On obtient alors

v o= FA-—u)-F7(1-u)’r
1 -
_ (1 — 12 o
7' (1 —u) <1—71 F7'>
= 7'(1—u)?F

v" est donc du signe de 7'.
On en déduit :

c ¢
v (¢) + 0 -
vic) | vy N

D’ou la discussion :
Si v (0) >y, alors v (copt) > 1,y et la maintenance n’améliore pas la disponibilité
asymptotique (cf (3.43)).

Si v (0) <l,, il existe 0 < ¢g < ¢ tel que v (c3) = 1,.

Dans ce cas, la maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seule-
ment si v (copr) < v(cg) avec 0 < ez < ¢p, 0 < copr < cp.

E(M)

Comme v et u sont croissantes sur [0, ¢g), ceci est équivalent & u (copr) = B <
k=u(cs3).
Remarquons que, dans ce cas, k = u(cg) €|l,1] car % > [ dans le cas
considéré, et u est strictement majorée par 1.
En résumé, nous obtenons les résultats suivants :
— Sil > 0 : la maintenance est utile si 0 < % < I (cas (b)) ousi (v(0) <1, et
% < u(cs), cas (c)).
En faisant la synthése de ces deux cas, la maintenance est donc utile si ]IEE((]IVQ <k
avec k =1 si v (0) > [, et k =u(c3) €]l,1] sinon.
Sil < 0 :la maintenance est utile si v (0) </, et % <k avec k = u(c3) €]0,1].
En remarquant que v (0) = 7 (0) et se souvenant que [, = %, on obtient alors les

résultats annoncés. H

Nous donnons maintenant quelques exemples d’utilisation des résultats de ce para-
graphe.

Exemple 3.20 Nous considérons ici un systéme de type "k surn” (cf §1.8.5.1) compor-
tant n composants identiques et indépendants, de taux de panne A et de taux de réparation
[, constants (réparables pendant que le systéme fonctionne).

Lorsque le systéme est tombé en panne, on répare tous les composants. La durée de la
réparation suit une loi générale, de moyenne E (R).

Ce type de systéme a été largement étudié dans la littérature et on sait, en particulier,
que le tauz de panne T aprés un redémarrage (du moins dans [’état 1) est croissant (voir
[36] par exemple).

Une opération de maintenance remet le systéme dans I’état de marche parfaite et dure
en moyenne B (M).
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Pour un systéme de type 3 sur § et A =4, = 3, on obtient alors, d’aprés le théoréme
3.16, ?ue la politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement

si ]IEE((JIV%I) <l =lim., ocu(c) ~0,3477. De plus, pour BE(R) = 0.15 et E(M) = %, on

a ;
A~ 0,6165, copr = 0,0700 et Ao (6e,,,) =~ 0, T184.

Avec les mémes données numériques et le cas d’un systéme 1 sur 5 (c’est-a-dire le cas
de composants en paralléle), on obtient :

[~ 0.1488, A" ~0,9106, cop =~ 0,3310 et A (éc,,,) ~ 0,9229.

Copt

Exemple 3.21 On considére ici un systéme formé de trois composants identiques et in-
dépendants, non réparables pendant que le systéme fonctionne, de toux de panne constant
A. La structure du systéme est donnée par le schéma suivant.

Lorsque le systéme est tombé en panne, on répare tous les composants. La durée de la
réparation suit une loi générale, de moyenne E (R).

De la méme facon, on suppose qu’une opération de maintenance remet le systéme dans
’état de marche parfaite et dure en moyenne B (M).

On se place dans le cas ot A = 20.

Les variations du taux 7 en fonction du temps ¢ sont alors données par la figure 3.15
ci-dessous.

0.8
20

0.6
15

" 04
5l 02
07005 01 015 02 025 03 077002 004 006 008 01 012 014

Figure 3.15. Taux de panne 7 Figure 3.16. A (6:) en fonction de c.

Cette figure montre que nous sommes dans le cadre d’application du théoréme 3.18,
point 2. On calcule alors la limite l de la fonction u en 400, qui vaut ici | ~ 0.1429 > 0. De
plus, comme 7(0) = 0 < =, on détermine alors c3 et k = u (c3), comme indiqué dans

l;(oo
la démonstration du théoréme 3.18. On obtient ainsi que la politique de maintenance
améliore la disponibilité asymptotique si et seulement st II%((]IVQ < k ~0.2081.

En particulier, pour E (R) = 0.015 et E(M) = @ = 0.001, les variations de A (6¢)
en fonction de ¢ sont données par la figure 3.16 ci-dessus.
On obtient par ailleurs :

Ag: ~ 07955, Copt ~ (0.0133 et AOC (6Copf,) ~ (0.8452.
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Exemple 3.22 Dans ce dernier exemple, nous considérons un systéme dont l’'évolution
est modélisée par un processus semi-markovien a valeurs dans {1,2,3,4}, ou 1, 2, 3 sont
les états de marche et 4 'état de panne. Nous supposons que le noyau semi-markovien est
donné par

[ 0 h@®d 0 1hi () dt W
o 0 0 2 (t) dt 0
(q(4,j,dt)) = 0 0 i 0 f5 (t) dt

[ q(4,1,dt) 0 0 0 J

ot f1, fo et fs3 représentent les densités respectives des durées passées dans chacun des
trois états et que ces différentes durées suivent des lois GAMMA.

Lorsque le systéme redémarre, on constate sur cette matrice qu’il a une probabilité de %
de tomber directement en panne aprés son passage dans ’état 1. On peut alors considérer
cette période comme une période de "rodage”, ou de "remise en route” du systéme. En
revanche, lorsque le systéme a réussi a atteindre [’état 2, il ne peut tomber en panne qu’en
passant par Uétat 3, plus dégradé.

Numériqguement, on prend :

- f1 = densité de " (1;1.1), (de moyenne = 1.1),

— fo = densité de T'(18;8.2), (de moyenne = 147.6),
— f3 = densité de T'(25;0.1), (de moyenne = 2.5).

- E(R) = 10.

Les variations du taux 7 et de la fonction u en fonction du temps sont alors données
par les figures 3.17 et 3.18 ci-dessous.

0.8
0.2

0.6
0.15
04

01 0.2

0.05 0 100 200 300 400

u 02
0Oy

0 50 100 150 200

Figure 3.17. Taux de panne 7 Figure 3.18. Fonction u
en fonction du temps. en fonction du temps.

On constate ici que le tauxr a une représentation graphique en “baignoire”, comporte-
ment assez fréquent, comme nous 'avons déja signalé juste avant le théoréme 3.18.

Supposons maintenant gu’une opération de maintenance remette le systéme dans [’état
de marche parfaite et dure en moyenne E (M).

D’aprés ce méme théoréme, la politique de maintenance améliore alors la disponibilité
asymptotique si et seulement si I%((%) <1~0.9.

En particulier, pour B (M) = 1, les variations de A (6.) sont données par la figure
3.19, ci-dessous.
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 100 200 300 400

Figure 3.19. A (6.) en fonction de c.

De plus, on obtient ici :
AT — 0.919143, copr = 103.28 et A%" = (0.954033.

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier o il n’y a qu’un seul état de
marche (m = 1). Tous les redémarrages se font donc nécessairement dans ce méme état et
nous pouvons appliquer les différents résultats obtenus ci-dessus dans le cas ot Dy; = Dpg.

3.4.5.3 Cas ou il n’y a qu’un seul état de marche

Comme nous I'avons indiqué dans I'introduction, les industriels modeélisent fréquem-
ment la durée de vie d’un systéme & l'aide d’une unique loi, en général choisie parmi
quelques lois usuelles, ce qui revient en fait & modéliser I’évolution de leur systéme par
un processus semi-markovien avec un seul état de marche (mais éventuellement plusieurs
états de panne).

Nous nous plagons ici dans ce cadre (m = 1) et nous considérons quelques unes de ces
lois classiques, utilisées pour modéliser la durée de vie d’un systéme.

Nous ne justifions pas l'utilisation de telles lois. Le lecteur intéressé peut touver des
éléements de réponse dans l'ouvrage de J.L. Bon [14] pour les lois Gamma, Weibull et
Log-normale (ainsi que d’autres). On peut aussi consulter [6], ot Barlow et Proschan
considérent les mémes lois, ainsi qu’une modification de la loi des extrémes de Gumbell
de type 1, qu’ils appellent "loi des valeurs extrémes modifiée”.

Pour chacune de ces lois, nous commengons par rappeler (sans démonstration) le com-
portement du taux de panne du systéme en fonction du temps. A 'aide des résultats du
paragraphe précédent, nous en déduisons des conditions nécessaires et suffisantes pour que
la politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique, c’est-a-dire pour qu’il
existe une loi p telle que Ay (p) > AL
Proposition 3.23 1. Cas ot la loi de défaillance est la loi T («, 3) :

Cette loi est IFR si et seulement si o > 1.
La politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement
sia>1 et 2M) ol
E(R) «a
2. Cas ou la loi de défaillance est la loi de Weibull W (a, ) :
Cette loi est IFR si et seulement si 3 > 1.
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La politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement
si>1 et XM
E(R) ‘
3. Cas ow la loi de défaillance est la loi des valeurs extrémes modifiée, de densité f (t) =
T exp (—et;] + t) sur Ry avec A >0 (cf [6]) :
Cette loi est toujours IFR.
La politique de maintenance améliore la disponibilité asymptotique si et seulement

si%<l.

4. Cas ou la loi de défaillance est la loi log-normale LN (m,o) de densité f(t) =

1 ex 7M sur R* aveco >0, meR :
to’x/% p 202 —+ 3 .

Le taux de panne T est d’abord croissant puis décroissant.

On a par ailleurs | = —oo, 7(0) = 0.
1l existe 0 < k < 1 tel que la politique de maintenance améliore la disponibilité
asymptotique si et seulement si ]IEE((%) < k (o k peut étre calculé avec la méthode

donnée dans la démonstration du théoréme 3.18).
Démonstration.

1. Pour a > 1, la loi étant IFR (strictement), on peut appliquer le théoréme 3.16.
Calculons alors [ = lime— oo (¢).
On aici :

2.0 Feorea)
I = lim [1—-—= —

o F(e)7(c)+F(¢)
1 a—1

7()4ﬁ><%—0—0_ «

2. De la méme facon, calculons [ lorsque 3 > 1.

3. On aici: 7 (c) = & (cf [6]) et

B () <010 car By (11) < +00

4. On sait que le taux de panne 7 est d’abord croissant puis décroissant (cf [14] par
exemple).

Remarquons par ailleurs que la densité f n’est ici continue que sur R}, et non pas
sur Ry comme nous l'avons supposé dans tout le paragraphe 3.4.

Regardons alors la limite de cette densité en 0.

_ - 1 (In(c) — m)?
cl—l>r(l]’l+ f (C) o cl—l>r(l]’l+ COA /27‘( exXp < 20'2
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car L = exp (—In(c)).

D’ou :

n(c) — 2m m?
lim f(c) = 1 lim exp <—1n (c) <% + 1) — W)

c—0T o\ 27 e—0+

- 0. (3.44)

Quitte a poser f(0) = 0, on peut donc supposer que f est continue sur R..

On peut alors appliquer le théoréme 3.18.

Pour cela, il nous faut déterminer la limite I de u en 4+o0o. Nous commencons par
étudier celle de 7.

Si ¢, @ et Ty désignent respectivement la densité, la fonction de répartition et
le taux de hasard de la loi normale centrée réduite, on a alors :

2
T 1271' exp (7 (ln(;)(;gm) )
(o) = Hoo 1 ~ (In(t)—m)? dt
.Ic tam exp 202

1 ¢ (M)
c ]@ \/Lg_ﬂexp (—%2) du.

. In(t)—m
avec le changement de variables u = w, du = f—;.

On en déduit :

7(c) =

¢(w> 1 <ln(c)m>.

T (e R

Par ailleurs, d’apres [14], §3.2.5, on sait que Ty 1) (t) =1oc t +0 ().
On en déduit :

N % <ln (i m

Folln(e))
puis
lim 7(c)=0".

c——4oc

Comme lime—. 4 F (c) = exp (m + ”2—2> < +o00, on obtient alors

1
emeo FT4+F

Par ailleurs, lim,_,q+ 7 (¢) = lim._g+ f (¢) = 0 d’apres (3.44).

Tout se passe donc comme si nous avions 7 (0) = 0 et la condition 7 (0) < :(1 ) du
F(oo
théoréme 3.18 est vérifiée.

11 existe alors k& €]0,1] (que l'on sait calculer) tel que la maintenance améliore la

E(M
E((R) <k W

—

disponibilité asymptotique si et seulement si
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Nous donnons maintenant quelques exemples d’utilisation de ces résultats.

Exemple 3.24 Nous considérons ici un systéme dont [’évolution est modélisée par un
processus semi-markovien & deux états : un état de marche (1) et un état de panne (2).
On suppose que la durée de fonctionnement suit la loi log-normale LN (m, o) avec m =5,
o = 1. Une réparation dure en moyenne E(R) = 10.

Les variations du taux 7 en fonction du temps sont alors données par la figure 3.20
ci-dessous.

0.0055 0.985

0.005
0.98

0.0045
0.975

0.004
0.97
0.0035
0.965
0.003

0.96
0.0025

0 200 400 600 800 1000 ] 20 40 60 80 100

Figure 3.20. Touzx de panne T Figure 3.21. A (6.) en fonction de c.
en fonction du temps.

D’aprés la proposition 3.23, on sait alors que la politique de maintenance améliore
la disponibilité asymptotique si et seulement si % < k ~0.0707.

En particulier, pour B (M) = 0.01 x E(R) = 0.1, les variations de A (0.) sont alors
données par la figure 3.21, ci-dessus.

On obtient par ailleurs :

A= 0.9607, copr = 11.58 et A% = 0.9869.

Exemple 3.25 Nous considérons un systéme semblable o celui de l’exemple précédent, mis
a part le fait que la durée de fonctionnement suit maintenant la “loi des valeurs extrémes
modifiée” (cas 8. de la proposition 3.23) avec A = 1. On prend par ailleurs E (R) = 0.1.

Les variations du taux T en fonction du temps sont alors données par la figure 3.22
ci-dessous.
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20000
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Figure 3.22. Tour de panne T Figure 3.23. Ax (6.) en fonction de c.

en fonction du temps.

On sait dans ce cas que la politique de maintenance améliore la disponibilité asympto-

tique si et seulement si E((Jg)) < 1.
On prend ici E(M) = 0.1 x E(R) = 0.1.

Les variations de Ao (6.) sont alors données par la figure 3.23, ci-dessus.

=

On obtient par ailleurs :
AT = 0.8564, copr = 0.4404 et A% = 0.8773.

Ainsi, lorsque nos critéres sont applicables, il est facile de savoir si la maintenance
améliore ou non la disponibilité asymptotique. De plus, on obtient aussi aisément I'instant
optimal pour maintenir le systéme ainsi que la disponibilité asymptotique associée.

Nous donnons maintenant un dernier exemple qui montre que, méme si beaucoup de
systémes ont un taux de panne qui rentre dans notre cadre d’étude, lorsque 1’évolution du
systéme est modélisée par un processus semi-markovien ayant plus d’un état de marche,
nos critéres ne sont malgré tout pas toujours applicables...

3.4.5.4 Un dernier exemple

Nous considérons ici un systéme dont 1’évolution est modélisée par un processus semi-
markovien prenant ses valeurs dans {1,2,3}. 71”7 et 72” représentent les états de marche,
737, I’état de panne. Le noyau semi-markovien est donné par :

0 sl (a1, 1) 5T (a1, 8y)
(gij (@) = | 3T (a2,8,) 0 21 (a2, B)
q(3,1,dt 0 0

D’apreés ce noyau, on a Dp (1) = 1 et les réparations sont complétes.

De la méme facon, on suppose qu’une opération de maintenance remet aussi le systéme
dans I'état 1 et qu’elle dure en moyenne E (M).

Pour aq =7, 81 = 1, as = 6 et 55 = 2, I’évolution du taux et de la fonction u en
fonction du temps sont données par les figures 3.24 et 3.25.
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Figure 3.24. Touz T Figure 3.25. u en fonction du temps,

: : B(M s

en fonction du temps c. comparaison avec E((R)) =1/7 (en pointillé).

D’aprés ces figures, nous ne sommes clairement plus dans le cadre d’application de

notre travail... Malgré tout, si on trace la disponibilité asymptotique A (6.) en fonction

de ¢ pour E(R) = 3 et % = 1/7 ~ 0.143, on s’aperqoit que la maintenance améliore la

disponibilité asymptotique :

0.87
0.86
0.85
0.84

0.83

10 20 30 40 50
Figure 3.26. A, (6.) en fonction de c.

Apreés optimisation, on obtient par ailleurs :

Agz7 ~ 0.7727; copt = 1'3697 et AOC (6Copt> = 0'8189.

Ainsi, méme lorsque nos critéres ne sont pas applicables, on peut malgré tout opti-
miser la politique de maintenance de facon numérique, du moins lorsque la politique de
maintenance améliore la disponibilité asymptotique.

3.5 Conclusion

Nous avons étudié, dans ce chapitre, une politique de maintenance préventive appliquée
a un systéme dont I’évolution est décrite par un processus semi-markovien.
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Nous avons séparé notre étude en deux parties, I'uine consacrée au cas particulier o
le temps d’attente de la maintenance suivait une loi exponentielle, I’autre au cas général.

N

Dans ces deux parties, nous avons étudié I'apport de la maintenance et cherché a
optimiser la disponibilité asymptotique du systéme maintenu.

Dans le cas exponentiel, cette étude a été effectuée de fagon numeérique. En effet, la
formule que nous avons obtenue pour la disponibilité asymptotique dans ce cas n’est guére
facile & exploiter d’un point de vue théorique, du fait de la présence de la loi station-
naire ¢/ de la chaine de Markov associée au processus semi-markovien (Z;). En revanche,
les techniques semi-markoviennes que nous avons utilisées dans ce cas nous ont permis
de calculer la disponibilité instantanée du systéme maintenu. En particulier, nous avons
comparé sur deux exemples les disponibilités instantanées du systéme initial et du sys-
téme soumis a la politique optimale pour la disponibilité asymptotique. Nous avons ainsi
constaté que la politique optimale en régime stationnaire diminuait la disponibilité instan-
tanée lorsque t était petit (du moins pour les deux exemples étudiés). Lorsque I'horizon
est fini, il faut donc faire attention & maintenir & bon escient et, le cas échéant, procéder a
une optimisation de la disponibilité a un instant ¢ fixé. Remarquons aussi que, dans ce cas,
il serait peut-étre préférable d’utiliser la disponibilité moyenne sur I'intervalle de temps

0,1 (% [Ot Audu> plutét que la disponibilité instantanée A; (notions qui se confondent sur
un horizon infini).

Dans le cas général, ¢’est-a-dire le cas ot la loi p du temps d’attente de la maintenance
est quelconque, nous avons tout d’abord observé sur quelques exemples, puis démontré
dans le cas particulier ot Dy = Dpg, que 'on pouvait restreindre 'optimisation de la
disponibilité asymptotique aux seuls temps d’attente de la maintenance de type détermi-
niste. Nous avons alors donné un certain nombre de critéres pour savoir s’il existe une
politique de maintenance (uniquement déterministe dans le cas Dy; # Dpg) qui améliore
la disponibilité asympotique. En particulier, nous avons étudié quelques comportements
possibles pour le taux de panne aprés redémarrage. Mis & part le cas DFR, nous avons
obtenu dans tous les autres cas un seuil facilement calculable pour IIEE((JIVQ, au-dessus duquel
il est inutile (et méme nuisible) de maintenir le systéme. Le cas échéant, nous avons aussi
déterminé la politique de maintenance optimale, ainsi que la disponibilité asymptotique
associée.

Lorsque nos critéres ne sont pas applicables, méme s’il n’est alors guére facile de fournir
un seuil pour II%((R)) pour savoir s’il est opportun ou non de maintenir, on peut malgré tout
optimiser la politique de maintenance de facon numérique. Dans le cas ot Dy; = Dp, cette
optimisation est grandement facilitée par le fait que nous savons pouvoir nous restreindre
aux seules lois déterministes (c’est le cas de I'exemple 3.4.5.4). En revanche, dans le cas
général (Dys # Dpg), il faut a priori considérer des lois p quelconques, ce qui complique
notablement la tache. (Nous avons choisi ici de prendre des lois GAMMA, cf les deux
exemples du paragraphe 3.4.4.1).

Enfin, rappelons le phénoméne que nous avons pu observé sur quelques exemples, a
savoir que, lorsque I'on ne maintient pas a l'instant optimal (soit pour des raisons tech-
niques, soit parce que cet instant est mal déterminé), il peut étre préférable d’utiliser
un temps d’attente plus dispersé qu'un temps d’attente déterministe (& moyenne égale).
En pratique, les systémes étant souvent trés compliqués et les modélisations qu’approxi-
matives, I'instant optimal de maintenance n’est que rarement déterminé de facon précise

N 2. .

(c’est plutot lexpérience qui conduit les industriels & prévoir les plans d’entretien). Cela

signifie que, dans ce cas, il peut s’avérer préférable de maintenir le systéme a un instant
aléatoire. Ainsi, si le carnet d’entretien d’une voiture prévoit une révision au bout de 10
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000 km, ce n’est non seulement pas trés grave mais peut-étre préférable de ne la faire
qu’aux enwvirons de 10 000 km...

Sophie BLOCH- MERCIER 18 décembre 2000
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Conclusion

Nous avons essayé de voir, dans cette thése, comment améliorer la disponibilité asymp-
totique d’un systéme réparable.

Lorsque 'on peut réparer plus ou moins complétement le systéme lors d’'une panne,
nous avons vu, dans le premier chapitre, que le choix du degré de réparation influait
sur cette disponibilité asymptotique. Nous nous sommes alors attaché, d’une part, a la
recherche de la meilleure fagcon de réparer le systéme, d’autre part, & caractériser les
systémes pour lesquels les réparations complétes sont optimales, c’est-a-dire les systémes
dont tous les composants sont réellement utiles & la disponibilité asymptotique optimale.
Dans ce sens, les conditions que nous avons obtenues peuvent aussi étre utiles au niveau de
la conception d’un systéme, en servant de guide quant au choix des redondances & installer.

Dans les deux chapitres suivants, nous avons étudié deux politiques de maintenance
préventive, I'une avec un systéme initial markovien, 'autre avec un systéme initial semi-
markovien. Dans les deux cas, nous nous sommes intéressé a l'apport de la politique
de maintenance pour la disponibilité asymptotique du systéme et a son optimisation.
L’intérét principal de la premiére politique proposée réside dans son aspect dynamique,
en liaison avec I’évolution réelle du systéme. Par rapport aux inspections périodiques
habituellement utilisées dans I’industrie, on peut alors espérer qu’elle donne lieu & moins
d’inspections inutiles, et qu’elle s’avére ainsi moins colteuse. L’intérét de la deuxiéme
réside dans la modélisation semi-markovienne du systéme initial, plus générale que celle
qui est habituellement utilisée.

En ce qui concerne les extensions possibles du travail présenté ici, un premier pas
pourrait consister a essayer de s’affranchir de ’hypothése selon laquelle les redémarrages
aprés réparation (ou maintenance) se font toujours de la méme fagon, indépendamment
de 'état de panne (ou de maintenance) associé, ainsi que l'a fait C. Cocozza-Thivent
dans [20]. Sans cette hypothese, le processus décrivant 'évolution du systéme (maintenu
ou non) est encore semi-régénératif. Moyennant quelques hypotheéses d’irréductibilité a
préciser, on peut alors imaginer avoir accés a la disponibilité asymptotique a 1’aide des
mémes techniques. En revanche, contrairement & ce qui se passe ici, il n’est sans doute pas
trés simple dans ce cas de calculer explicitement la loi stationnaire de la chaine de Markov
formée par les états successifs dans lequel le systéme redémarre. Cela signifie que 1’étude de
I’apport de la politique maintenance et de son optimisation serait alors vraisemblablement
beaucoup plus difficile & mener que sous nos hypotheéses.

Une autre possibilité d’extension consisterait & essayer d’étudier un systéme semi-
markovien soumis a la politique de maintenance préventive définie dans le deuxiéme cha-
pitre. Dans ce cas, le processus décrivant I’évolution du systéme serait, 14 encore, semi-
régénératif. En revanche, contrairement au cas ”presque” markovien étudié ici, la disponi-
bilité asymptotique du systéme maintenu serait alors difficile a obtenir a I’aide de la théorie
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du renouvellement markovien. En effet, nos calculs sont ici basés sur la propriété de Mar-
kov appliquée aux instants d’inspections. Si le systéme est semi-markovien, ceci n’est plus
possible. Mis & part le cas ol les lois inter-inspections sont de type exponentiel, o1 I'on
pourrait sans doute utiliser la propriété de Markov aux instants de sauts du systéme, il
serait donc difficile de calculer la disponibilité asymptotique & ’aide des mémes méthodes.
Une solution serait alors d’utiliser les techniques développées par C. Cocozza-Thivent et
M. Roussignol dans [23] et de rajouter des variables supplémentaires (correspondant a la
durée écoulée depuis la derniére inspection et depuis le dernier saut du systéme) de fagon
a se ramener a I’étude d’un processus markovien, a valeurs dans un espace général. Cette
méthode a d’ailleurs été utilisée par C. Cocozza-Thivent dans [20]. Remarquons malgré
tout que, s’il est certainement possible de calculer numériquement la disponibilité asymp-
totique a 'aide de ces techniques dans le cas semi-markovien pour des exemples simples,
on ne peut en revanche sans doute pas espérer obtenir de formule théorique explicite dans
le cas général.

Mises & part ces deux extensions, qui sont en prolongement direct avec le travail pré-
senté ici, rappelons aussi que le premier chapitre a mis en évidence l'intérét d’'un ordre
encore peu utilisé en fiabilité (si ce n’est par quelques spécialistes), a savoir l'ordre selon le
taux de hasard inversé. Un prolongement naturel de notre travail serait alors de réfléchir a
de nouvelles utilisations possibles de cet ordre en fiabilité. De la méme facon, nous avons
été amené, dans ce méme chapitre, a traduire le vieillissement de notre systéme en terme
de monotonie pour le processus de Markov sous-jacent. La aussi, les développements ré-
cents concernant de tels processus laissent entrevoir de nouvelles applications potentielles
en fiabilité.

Malgré tout, avant de nous lancer dans ces nouvelles recherches, nous souhaiterions
préalablement clore le travail présenté ici en examinant son apport pour les industriels.
En particulier, certains d’entre eux ayant manifesté leur intérét pour la politique de mainte-
nance proposée au deuxiéme chapitre, notre objectif est maintenant d’essayer de la mettre
en place sur des exemples réels, issus de lindustrie, et de la comparer aux politiques
actuellement utilisées.
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