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1. Introduction

On consideére les champs de vecteurs du plan de la forme

1 X —i a _0 P(r 3 ad VIERE) ad
1) —l(ZaZ Z32)+ (z,z)aer (z,z)az,
ou P(z, E) = 22<i+‘/<n Cl,',jZiZj, aj € CetzeC.

Le probléme du centre consiste a trouver les conditions nécessaires et
suffisantes sur les coefficients deassurant I'existence d’une intégrale
premiere analytique. Par un théoréme de Moussu—Malgrange, il suffit de
trouver une intégrale premiere formelle (nihilence suivant Ecalle [7]).

Dans cet article, on donne (8.2.2) des critéres explicites de nihilence
en utilisant la théorie des formes prénormales développée par Ecalle
[7,9]. On démontre ensuite (8.3.2) que la variété du centre est une variété
algébrique invariante sous une action(@enon triviale et explicite. On
établit (§8.4) un théoréme de décomposition des mond&ifeisvariants
comme produit de monémes appelés universels, car indépendant de la
forme prénormale (remarque 3.1). On aborde au 8.5.1 le probléme de
lecture : étant donnée une condition algébrique, déterminer si c’est une
condition de centre via le critére de nihilence du 8.2.2. On démontre
(8.5.2) que le théoréme de décomposition résout ce probléme dans le cas
des conditions algébriques du centre réversible.

2. Formes prénormales

Dans ce paragraphe, on donne des criteres explicites de nihilence
en utilisant la théorie des formes prénormales développée par J. Ecalle
[7,9]. Le calcul moulien rend ces critéres effectifs car entiérement algo-
rithmiques. La lecture de ce paragraphe ne suppose pas une connaissance
des travaux de J. Ecalle.

2.1. Formes prénormales

2.1.1. Moules et comoules

On rappelle quelques éléments du langage des moules-comoules et de
la théorie des formes prénormales des champs de vecteurs d’Ecalle. On
renvoie a [7-9] pour plus de détails.
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Soit X un champ de vecteur d& de la formeX = X" + 3~ B,,, ol
X'" = Axd,, x € Ck, » e C* et lesB,, sont des opérateurs différentiels
homogénes de degné € Z*, i.e., B,,.x" = Bx" " olv € NX, B, € C.
On noteM I'ensemble de ces degrés.

Pour toutM € M on associe un poide = M.A. Un élémentM =
(M, ..., M,) s'appelle uneséquenceOn note S, I'ensemble de ces
séquences. Pour toM € Sy, M = (M3, ..., M,) on associe un vecteur
poidsw (M) = (wy, ..., w,). Pour toutw = (w1, ..., w,) on note|w| =
w1+ - - - + w, Sa norme et(w) = r sa longueur.

On lui associe un champ de vecteurs, appelé forme prénormale
continue, Notée&X pran défini par

1 *
(2) Xpran=Xl +Z_ Z Pl‘aﬁ”(M )B[M*],

r>1" M=y M)

ou les Prap sont des coefficients complexes, appetésules tels que
Prar? =0 pour ||o|| # O, Biyy = [Bu,[. - . [Buy, Bu,]- - .1, avecl., .] le
crochet de Lie efM* représente I'ensemble des permutations possibles
deM = (M, ..., M,).

La forme prénormal@&laguég[7,9] a un moule noté Tram. On définit
le moule Sam*® par Sam® = 1 et Sam®* = 0 si w1=0 et sil(w) > 2,
w1#0,...,w,#0,0na

o r—1 el w;
3 Sam = o (Z( b (i—l)!(r—i)!)'

SNk

=11
r1lra![w[w?]
w1 ...w,. Enfin, si plus d’'unw; s’annule, alorsam® = 0.

Le moule de la forme élaguée est définie Pamt’ = (Sam*®)°'®, ol
(Sam*)°" = Sam® o --- o Sam®, n fois.

La composition de deux mould3®* = M*® o N* est définie par

4 D” = > M

ol..oS=w, s>0, =0

. 1n,.,2 N
Si un seulw; s’annule, Sam® = Sam® %" = , ol [w] =

1 s

N N¢.

l” s

2.1.2. Forme prénormale
On noteQ[a] (resp.Z[a]) 'anneau des polynbmes en les variables
a = (a; j), a coefficients dan® (resp.Z).
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SoitM = (Mq, ..., M,), M; € M, une séquence telle quie(M)| =
0. Par définition des crochets de Lie on a

©) By = (22)" M (Bjiy20: + Bfyy20:).

oud(w(M)) €N, avecB|,, € Z[al, i =1, 2, de degré(M).

Soit M™ I'ensemble des séquences dé telles qued(w(M)) =m
dans (5). On notdV!, = ", vgm (3 Prart™? Bl ), i =1,2.On a
W2 =W} car le champ est réel.

THEOREMEA. — La forme prénormale élaguée du chafpest de la
forme

(6) Xtam=1i(20; —20:) +i »_(IM(Uy) + Re(V0)) (22" (29 — Z9:)
k>1

+ Y (Re(Up) — Im(Vy)) (22)"(20; + 292),
k>1

avecU; € Q[a], Vi € Q[a] de la forme

- (M) gl
Up=—i > Y Trant™ Bl
MGM’”, M*
(M) impair
— (M) g1
@) V= >_ > Trant™ B}
MGM’”, M*
(M) pair

Remarques 2.1 (1) Le théoreme A a notamment été obtenu par
F. Takens ([14], proposition 2.3, p. 58), ou H. Dulac. Néanmoins, les
coefficients § et b, dans les notations de [14]) de la forme normale
de Takens n'ont pas une expression explicite de la forme (7). Ceci
est nécessaire si I'on veut entreprendre une étude algébrique de ces
coefficients.

(2) On pourrait sans doute obtenir un résultat analogue en utilisant les
travaux de A. Baider [2]. Mais, comme le remarque l'auteur [2, p. 54],
on ne dispose pas d'algorithme de construction de ces formes normales,
bien gu’elle soit calculable.

(3) Le langage des moules-comoules d’Ecalle permet un calcul effectif
de ces formes prénormales a I'aide d’un logiciel de calcul formel comme
Maple (voir [4]).



J. CRESSON, B. SCHUMAN / Bull. Sci. math. 125 (2001) 235-252 239

(4) Le théoréme est encore vrai si on remplace le mdwen de la
forme élaguée par le moule de la forme royale ou régale définies dans [9].

Démonstration du théoréme Elle repose sur le :

LEMME 1.-Le moule Trai € iQ sil(w) est pair, Trant € Q sinon.

Démonstration. -On a w; € iZ, Vi. Si l(w) = 21, on vérifie que
San? €iQ, et SamMiQ sinon. Il suffit de montrer que cette propriété est
stable sous la composition des moules.

Suppsons(w) = 2m.

l(w®) = 2m (*), on doit avoir un nombre pair de séquences de longueur
impair et donc un nombre pair de séquences de longueur pair. On en
déduit Sarfi ... Sant’ € Q.

Sis = 2n + 1, alors Sar'l1¢'l ¢ Q. D'aprés (*), on doit avoir un
nombre pair de séquences de longueur impair, donc un nombre impair
de séquences de longueur pair, d'ou Sam. Sant’ e iQ. On a donc
Trant’ € iQ sil(w) est pair.

Sil(w) = 2n + 1, un raisonnement analogue donne Ttan). O

Nous avons don®&} = U,, +iV,, avecU,, V,, € Q[a] définis comme
dans (7).

2.2. Critére de nihilence

Un champ de vecteurs est dithilent lorsqu’il posséde au moins une
intégrale premiére formelle.

On appelledegré de nihilencee X, que I'on notenil, le nombre maxi-
mal d'intégrales premiéres formelles indépendanteX dea nihilence
est ditetotale lorsquenil est égal au degré désonance positiyec’'est
a dire, au nombre de multi-entierse N* indépendants pour lesquels
n.a=0.

Avec les notations du §.2.1,0n a:

LEMME 2.-Un champX = X; + Y, B, est totalement nihilent si et
seulement si pour toute forme prénormalgan, on aXpanx™ = 0 pour
tout m € N¥ tel quem.x = 0.
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Démonstration. -On note x” = x;*...x" l'un des mondmes de
l'intégrale premiérep tel que|n| = v, v étant lavaluationde¢. On a

B8 X¢=0& X.x"={m.Ax"+ (termes de degré v) =0.

Donc, X possede une intégrale premiere si et seulemekp,ghx" =0
pour toutn tel quen.A =0. O

Les intégrales premiéres du champ (1) sont donc de la forme

©) D(z,2) =) Di(zD)', P eR.
k>1

Un critére de nihilence totale est alors donné par :

LEMME 3.-—-Le champ(1) est totalement nihilent si et seulement si
Re(Uy) — Im(Vy) =0, Vk € N.

Demonstration. -On aXyam.(22)" = n(z2)" > >1(Re(Uy) — Im(Vy))
(z2)¥ =0,Vz € C, n € N. On en déduit R&/;) — Im(V,) = 0 pour tout
keN. O

2.2.1. Coefficients de Poincaré—Lyapounov

OnnoteH =zz etw =dH + Q(z,2)dz+ Q(z,2)dz, 0U Q(z,2) =
S G2zl Soitwg =i dz A d7 telle queixwo = w, alorsqy; = id .
Le théoréme A donne par dualitg,,,.,wo = wyam avec

(10) wyam=dH + Y _Re(W))(zD)" dH +IM(Wy) (22) (2 dz — zd2),

k>1

ou W; est un polynébme a variables daps= (¢; ;) et a coefficients
dansQ. Le critere de nihilence se traduit par (#) = O pour tout

k > 1. La décomposition moule-comoule (7) d&s (appelés coefficients

de Poincaré—Lyapounov [10]) permet une étude algébriqgue de ces
coefficients.

3. C*-invariance et variété du centre

On démontre que la variété du centre est une variété algébrique
invariante sous une action d& non triviale et explicite.
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3.1. Idéal du centre

On rappelle quelques éléments de géométrie algébrique.FSait
sous-ensemble dé[x]. L'ensemble

(11) S(F)={xeC"| f(x)=0, VfeF},

est appelée uneariété algébriquealéfinie parfF .
L'idéal engendré par’, défini par

(12) arp={p1fi+---+pafal pi €Clx], f; € F},

esttel queX (F) = X (ar).

On notea I'ensemble des coefficients; du champ (1).

On noteCy, = Re(Uy) — Im(V,), Vk € N avecUy, V, définis dans le
théoreme A.

L'annulation succesive des coefficiertts définit une séquence d’en-
sembles algébriques emboités

(13) Y(C)DX(C,C) DD X(Cq,...,C) D

On noteC le sous ensemble deainsi décrit.

On sait que pour toute séquence d’ensembles algébriques emboités
Y1 D Y, D -, il existe un entier tel queY, =Y, ;.

Le lemme 2.3 entraine donc

PROPOSITION 4. —L’ensembleC des points de tel que le chamfl)
Soit un centre est une variété algébrigue.

Remarquel. — Ce résultat est bien connu [14, p. 55], ou H. Dulac [6].

A tout ensembleZz deC™, I'ensemble

(14) iz={f €Clx]| f 12=0},

est un idéal, appeléidéal d’annulationde Z. Si Z est un ensemble
algébriqueX' (a) dansC™, on notera cet idéal.

IDEAL DE DuLAC. —L'idéal de Dulac est I'idéal d’annulation d€,
notéD.
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On peut consulter l'article de S. Kavenko [15, p205] ou l'idéal de
Dulac est décrit avec une base explicite des polynémes ainsi que la variété
du centre dans le cas= 2.

Les relations algébriques nécessaires et suffisantes d’existence d’'un
centre se lisent sur une forme prénormale choisie. Le théoréme suivant
montre que l'idéal d’annulation engendré par ces relations est indépen-
dant de la transformation choisie.

THEOREME 1. —L'idéal d’annulation engendré par les coefficients
Ci, k € N, est indépendant de la transformation normalisante.

Nous renvoyons a [10] pour la démonstration.
3.2. C*-invariance

On notea I'ensemble des coefficients ;, [ = carda) eti = (i, —i).
On posez = (a1, ..., a;). Pour toutg; ; € a, il existe un uniqueM € M
tel que By, dépend dey; ;. On note M, cet elément. On associe a
chaque coefficient; ; un poidsp = —iM,, ;.. OnnoteP = {py, ..., pi}
'ensemble des poids associés aux éléments de

On noteT l'action deC* surC! définie par

T:C*xC — ',
&, a) —> (§May, ..., E"q).

Remarque2. — Cette action est indépendante de la forme prénormale
considérée.

(15)

On noteQ[a]” 'ensemble des polyndmes a variable dans (a; ;), &
coefficients dang§), invariants sous l'action dg.

LEMME 1.—Pour toutk > 1, U, Vi € Q[a]”.

Démonstraf[ion. —So_itM =(Mq,..., M,) telle quello(M)| = 0. On
aT (B, =¢&1°MIB, pouri=1,2,douT (B}, =B, O

Remarque3. — Le résultat du lemme 3.1 n’est pas a confondre avec
l'invariance de la forme normale sous I'action d’'une rotation d'angle
0 € [0, 2] du systéme de coordonnées (voir [14], proposition 2.4, p. 58),
ou H. Dulac [6], qui est une forme géométrique du théoréeme A. Au
contraire, le lemme 3.1 est algébrique et lié a la seule donnée du spectre.

On déduit de la proposition 2.5 et du lemme 3.1 que la variété du centre
est une variété algébrique invariante sous l'actior"de
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3.3. Obstruction a laC*-invariance

Si P,,(z,7) est un polynébme homogéne de degié 2n a M =
{i—1,2n—1i), i=0,....,2n, Cn,—-D}et2={2—2n—-1, i =
0,...,2n, 2n+1}.

LEMME 2.-Si P est homogéne de degi®:, il n'existe pas de
séquenceé € Sy telles que|w (M) | =0 eti(M) impaire.

Démonstration. -Soit M = (M4, ..., My,1),0n aw; =2p; — 1, p; €
Z, Vi, dou lo(M)| = 2% pi — (2k + 1). Si [lo(M)| = 0, alors
25 %1 b = (2k 4 1) ce qui est impossible. O

On en déduit :

LEMME 3.-Si P,(z, 7) est un polyndbme homogéne de degrén a
(i) sin =2m, U, =0et Vy_1 =0 pour toutk > 1,
(ii) sin=2m + 1, Uy, = 0 et Vy_; = 0 pour toutk > 1.

Démonstration. -Dans le cas homogéne, on a
(1) M" ={M e Spm,d(w(M)) =m} ={M € Sp, [ (w(M)) =m}.

Par définition d&J,, et V,,, on en déduit : sin = 2k, alorsUy, = 0 et si
m =2k — 1 alorsV,,_1 = 0. De plus, sin = 2¢ on alU, = 0 pour tout
k> 1parlelemme 3.3. O

4. Monbmes résonnants universels

On reprend les notations du 8.3.2. L'ensemble des mondémes a va-
riables dans: = (a; ;), invariants sous l'action dé&, est en bijection
avec le monoid¢d e N';d.p =0} ol p = (p1, ..., p;) et. estle produit
scalaire usuel. On démontre que ces monémes se décomposent a I'aide
d’'un nombre fini de monémes invariants, caractérisés par la donnée d’'une
base du monoide. Dans le cas de I'action décrite au §.3.2, un théoréme
de décomposition explicite est obtenu. Dans [13, pp. 20—49], K.S. Si-
birsky a obtenu un résultat analogue pour une perturbation cubique du
champ (2).
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4.1. C*-invariance et monoide

La C*-invariance structure les mondémes résonnant. Beit (a, a)
I'ensemble des coefficients du polynémeOn suppose = (a; ;) € CV,
alors b € C?¥. On note p; les poids desh; définis par le poids du
coefficient respectif dansoua.

Soitd € N2V etb” = b ... b32¥ un mondéme résonnarfit*-invariant.
Alors, on a

(R) dip1+ -+ doypoy =0.

Pourx € R?N, y e R?", on notex.y le produit scalaire euclidien usuel.
On notep = (py) € Z?V. Larelation de résonance (R) se traduit donc par
d.p = 0. On noteR l'opérateurR : Z?N — 7 défini pourp € N2V par
R(x) =x.p. On défini de méme l'opérate® ™ = R |yzv. Les éléments
C*-invariants sont dans le noyau &&".

L'action deZ surZ?" donne une structure d&module aux éléments
deker(R).

4.1.1. Cbnes et monoides

Nous allons maintenant démontrer gu'il existe une “base” des mo-
némes résonnant§*-invariants. Pour cela, on introduit quelques défi-
nitions.

Coéne: Soit M = {y1,..., y} € R", 'ensemble des combinaisons
linéaires positives

X =Ay1+ -+ A i,

pouri; >0,..., A >0, d’éléments dé/ est appelée lebne polyédral
déterminé pan. Onle notec = Rty; +--- + Rt y,.

Pouru € R" fixé, u =0, eta € R, 'ensembleH = {x ¢ R"; x.u =}
est un hyperplan. Les ensemblS = {x e R"; x.u >a}etH ={x €
R"; x.u < a} sont appelés ledemi-espacebornés pai!. Sic C H™ et
a =0, alors on dit quer a unepointe précisément 0.

Monoide : Un semi-groupeA, i.e. un ensembles non vide muni
d’'une opération associativeé: S x S — S, est appelé umonoidesi
il est commutatif, posséde un zéro et satisfait a la loi d’élimination,
s +x =t + x impliques = ¢ pour touts, ¢, x € S.

On a alors le lemme suivant :

LEMME 4. -Sio estun cbne, alors N Z" est un monoide.
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On dira qu’'un monoide est de tyfiai si il existeas, ..., a, € S, appelé
générateurstels que

S=Na;+---+ Na,.

Un systéme de générateurs est dit minimal si aucun de ses éléments n’est
engendré par les autres.
On a alors le lemme de finitude suivant :

LEMME 5.-Si o0 a une pointe alors le monoide N Z" a (a
rénumérotation présun unique systéme minimal de générateurs.

4.1.2. Monbmes universels

On considére le cone défini par (R) en supposant leg € R. Il a
une pointe cas = H. On peux donc appliquer le lemme de finitude sur
o NZ" = p qui correspond a I&*-invariance. Le monoide est donc de
type fini.

Notonse, ..., ¢,, e; € N?¥ un systéme de générateurs de ce monoide.
On a donc pour tout € N2V, k =S «;e;, o; € N. La traduction sur le
mondmeb* est

(17) b= (). ().

On appelle les mondmeés: desmondémes universel®n les notdJ,.. La
terminologie de mondme universel vient de leur caractérisation. Les mo-
némes résonnants*-invariants intervenant dans les formes prénormales
dépendent de la transformation normalisante choisie. Néanmoins, la dé-
composition est elle indépendante de la forme prénormale considérée.

L'objet du prochain paragraphe est de déterminer le systéme minimal
de générateurs du monoide d’invariance.

4.2. Théoreme de décomposition

4.2.1. Notations

On aat(2m) = (@ms1m—1s---»Ai2m—is---»d2m0), nT(2m) = m et
a=(2m) = (A0 2ms - -+ Qi 2m—is s Amm), B (2m) =m + 1 eta®(2m) =
?,n%(2m) =0. De méme, on @ (2m + 1) = (ni2.m-1, - -» G 2ms1i»
e 2m11.0), n+(2m +1)=meta 2m+1) = (A0 2m+1s « - > Ai2m—is « -+
Apmir),n~2m+1) =m+1eta®2m +1) = api1m n°2m +1) =1.

On notea le vecteur deCV défini para = (a*(2),...,a*(n),a"(2),
...,a"(n)), aveCN = N* + N~ ou N* = m? (resp. N* = m? + m)
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et N~ =m?+4+2m — 1 (resp.N~ = m? + 3m) sin = 2m (resp.n =
2m + 1). De méme, on notey = (ap(2), ..., ap(n)), avecN°’ =m — 1
(resp. N = m) si n = 2m (resp.n = 2m + 1). Soit p le vecteur
de ZV défini par les poids correspondants aux coefficientsade
(af,...,a;+,a{,...,a,§,), noté p = (pf,...,pﬁg —P1ses—DPy-)-
Soits = N~ — N la signature de I'ensemble. On a toujosrs 0. Pour
touta € CN et/ € ZV, on noted' =dat .. .4l etlal' = |aa|™. .. |ay|™.

4.2.2. Mondmes universels et théoréme de décomposition .

Un monéme de degrd € N de U; ou V; est de la formed'a’,
avecl = (I, ...,ly), = (1,...,Iy) ol e NV, [ e NV, tels que
YL+ 1) =d.

DEeFINITION 1 (Monbmes universels). ©n appelle mondmes univer-
sels les mondémes suivants

T —\pio Py - A
Ui = (aj+)p1 (aj )pl ’ UN++i = (al+) N++1(aN++1)p’ ’

U — (gt VPnrei(go Pl =1 Nt i=1
2N++j_(aj+l) (aNJrﬂ.H) , i=1..., ,j=1...,5s.

Ces monbmes sont obtenus en écrivant explicitement l'invariance sous
I'action deC*. Celle-ci définit unZ-module, uniquement déterminé par
une relation sur les poids des coefficients. Le choix d’une base canonique
de ce réseau donne les monémes universels, constituants élémentaires des
mondmes résonnants. En effet, on a :

THEOREME 1 (De décomposition). Fous les mondmes résonnants
s’écrivent sous la forme suivante

/-1
Lo= N\ ki
(a0)' (@o) (H U; >|a|m,
i=1

avecm € Z" tel quem; — p;k; € N etmy+1; — piki — py+ 1kisn+ —

_ . . . + _
Pr+rikon+ii € Npouri =1,...,N*, ainsi quemy+41 — S0 kip; €
N, etmy+i; —kon+4jp; € Npourj=1,...,s.

Démonstration. La démonstration s’effectue en deux étapes. La pre-
miére traduit le probleme de la décomposition des mondémes résonnants

en la recherche d'une base d’'@damodule. La seconde étape consiste a
transcrire I'information sur les poids en termes des coefficients.
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(a) Réseau. -On écrit I'action deC* sur un monébme résonnant de
la forme a'a’, ol e NV, [ e N¥. On a alorsl.p —.p =0, ol p
est le vecteur poids. Afin de simplifier notre approche, nous préférons
travailler sur un réseau plutdt qu'un semi-groupe. On a donc la relation
de résonance suivante poue [ —[ € ZV,

(R) k.p=0.

LEMME 3 (Base du réseau).Une base duZ-modulek.p = 0, ou
k € ZN, est donnée par le§y — 1 vecteurs suivants

ei=0,....,p ,...... ,0, 0,...,p",...,0;
0,...... ,0, i=1...,NT,
ei+N+=(O,...,p;,++1,...,0; 0,...... ,0;
pf, ...... ,0, i=1...,N",
eon+1i-1=0, ..., pysiir---» 0, 0,0t ,0;
0,...,pi+,...,0), i=2,...,s.

Le choix de cette base est minimale dans le sens ou les vecteurs la
constituant ne possedent que deux composantes non nulles.

Démonstration. -€es vecteurs sont évidemment libres (simple calcul).
Nous allons donc simplement montrer gu'ils sont générateurs. Soient
a € ZN et un vecteurk € Z" solution de I'équation de résonance. On
cherche une décomposition &eous la forme

N
k= Zai.ei.
i=1

On obtient le systéme d’équations suivant :

(18) ki=a;ip; +ay+yipyiy + (1— Si)PXHH, i=1...,N*,
(19) ky+yi=oipf, i=1...,NT,
Nt

(20) kont41=) an+iip;,
i=1

(21)  kon+4i = 062N++i71p,»+, i=2,...,s,
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avecsi =1 sii =1, 0 sinon.
Des équations (17), (18) et (20), on dédaitpouri =1,..., N. |l
reste a vérifier la consistence de ce choix avec I'equation (19). On a

Nt

> (an++ipy ) P;
i=1

Nt Nt Nt
(22) =D kipf =) (ipHp; =D (@antsicap) Py
i=1 i=1 i=2

en utilisant I'équation (17). On déduit de (18) et (20),

N+
> (an+1iPye )P
i=1
Nt Nt Nt
(23) = z:kipi+ - ZkNﬂrin - Z Kon++i P+ yi-
i=1 i=1 i=2
Comme par définitionk est une solution de I'équation résonnante, nous
avons

Nt

Nt Nt
(4) D> kip = kntiipi =Y kant4iPyeii = ket 1Py i1s
i=1 i=1 i=2

ce qui redonne bien I'équation (19)O

(b) Réduction. -Afin d'obtenir les éléments minimaux, il convient de
réduire les vecteurs précédents. On note: PGCD(p; , p;") pouri =
1,...,N.On notee] € ZV le vecteur associé &, défini pare] = el-cl-_l.

On obtient donc un vecteur de base dont les éléments non nuls sont
premiers entre eux.

(c) Transcription en terme de mondémes résonnantse demme
précédent, nous permet de décomposer tout éléme" sous la forme
k= Zf\:llaiei, doul=1[+ vallaiei. Alors, on a

alal_ — |a|21_azi]\:11a,-e,-’
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soit
N-1 N-1
aldzz |a|2i H (@)% = |a|21' H (aelf)ciai.
i=1 i=1

On noteU; = a% . On vérifie que led/; sont les mondmes universels de
la définition 4.1. O

5. Probléme de lecture et probléme du centre
5.1. Le probléme de lecture

Le critére de nihilence formulé dans le lemme 2.3 donne une ap-
proche algorithmique du probléme du centre. De nombreuses méthode
algébriques (bases de Grébner et ses variantes, théorie de I'élimination)
permettent de trouver des conditions algébriques “a priori” de centre [10,
11]. Ces conditions étant données, on cherche a savoir si elles vérifient
I'infinité des équations du critére de nihilence.

PROBLEME DE LECTURE — Etant données des conditions algébriques,
déterminer si elles donnent un centre via le critére de nihilence.

Dans le cas des conditions algébriques conduisant & un systéme
hamiltonien, le champ posséde un centre par le théoréme de Poincaré.
Néanmoins, il est en général difficile de “voir" qu’'un champ est
hamiltonien sauf si on en est convaincu par avance [1]. Les conditions
algébriques étant données, il n'existe, & notre connaissance, aucune
méthode générale permettant de lire la nihilence du champ sans une idée
de sa structure.

La solution de ce probleme passe par une meilleure compréhension
des formes prénormales en général, notamment de leur structure. Le
théoréme de décomposition, conséquence d&lamvariance du 8.3.2,
doit étre considérée comme un premier pas en ce sens.

Dans le prochain paragraphe, on montre comment ce théoréme résout
le probleme de lecture dans le cas des conditions algébriques du centre
réversible.

Le probléme de lecture conduit au probléme suivant :

PROBLEME DE LA PROFONDEUR-—Etant donnée une condition
algébrique, quel est le nombre minimij € N d’équationsC, = 0,
k < ko nécessaires pour s'assurer que c’est une condition de centre.
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La finitude découle du caractére algébrigue de la variété du centre. On
renvoie a [4,12] pour plus de détails.

5.2. Centre réversible

On note les mondmes universels (définition 4.1) de degre pair (resp.
impair) P, (resp.ly), k=1,...,N (resp.k=1,..., N).

THEOREME 4. —Les conditions algébriques

Im(P,) =0, i=1,...,N,

v

(CS) Re(l)=0, i=1,...,N
sont des conditions de centre.

Démonstration. -Soit un mondme résonnant de degré pair. Par le
théoréme de décomposition, il s’écrit sous la forme d'un produit de
mondmes universels. La contrainte du degré impose un nombre pair
de ;. La condition (CS) donng, € iR pourk =1,..., N. Le produit
d’'un nombre pair dd; est donc réel. Tous leB; étant par ailleurs réels
via (CS), on en déduit que tout monéme résonnant de degré pair est réel.
Par un raisonnement analogue, on montre que tout monéme résonnant de
degré impair est purement imaginaire. D’aprés la définition ldgsV;
du théoréme A on en déduit R&,) = 0 et Im(V;) = 0 pour toutk € N.

On conclut par le lemme 2.3 que les conditions (CS) sont des conditions
de centre. O

Un champ de vecteurs est dit réversible si il existe un apgl&? tel
qu'il soit invariant par la transformatiot, r) — (z€%¢, —t). On déduit
du théoréme 5.1 :

CoROLLAIRE 1.-—La condition(CS) est une condition nécessaire et
suffisante d’existence d’un centre réversible.

Démonstration. -On reprend les notations du 8§.4.2.1. La symétrie du
champ par rapport a une droite d’inclinaiser S* dans le plan entraine
les relations
(SYM) af = —ale o
pourc =+etl=1,...,Ntsic=+,1=1,..., Nt +5 sinon. On en
déduit

() () = (=075 @)% )
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pour tout couple(l,m). On a donc, pour tout monéme univerde)
(définition 4.1)

U; = (—1)%9U0 ;.

On en déduit que d¥/; est un mondéme pair, on doit avoir (i#F;) = 0, et
Re(U;) =0 sinon.

Réciproquement, supposons les conditions (CS) données. On a un
centre par le théoréme 5.1. La contrainte sur le monéme univégsel;,
I=1,...,N*T, s’écrit

(aF) ¥ 1 (@ q)" = (=D i (@) v (@, )"

On pose
Pyt i1 — ——aﬁﬂ'l.
ady+i1
On a alors
_2igpt
a,+=—a,+e Z0p  |=1,...,N*.

Un calcul analogue sur les contraintes associées aux monémes universels
Ui, Upy+4j, i=1,...,N*, j=1,...,s donne le reste des conditions
de symétrie du champ par rapport a la droite de pémtans le plan. O
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