EFFORTS DE COHESION

CHRISTIAN LA BORDERIE

1. TORSEUR DES EFFORTS DE COHESION:

1.1. Introduction: Les efforts de cohésion jouent pour la poutre le méme role que la contrainte
pour le matériau. Ils représentent, qualifient et quantifient la fagon dont la poutre est sollicitée dans
une section particuliére. Le calcul des efforts de cohésion est une étape nécessaire au dimensionnent
ou a la vérification d’une poutre.

1.2. Définition: Soit une poutre ) de ligne moyenne I' orientée par une abscisse s et sollicité de
maniére quelconque (Figure 1).

FIGURE 1. Poutre quelconque

Soit le point GG de la ligne moyenne d’abscisse sg et X la section de poutre correspondante.
On désigne par Q7 la partie de Q d’abscisse plus grande que sq et par Q™ la partie de la poutre
d’abscisse plus petite que so(Figure 2).

F1GURE 2. Coupure virtuelle de la poutre au point d’abscisse sg.

Definition. Le torseur des efforts de cohésion S au point G est le torseur des actions de Q1 sur
Q.

(1) Sa = Fa+ /-
. — —_
On note respectivement R(s) et M(s) la résultante et le moment en G' du torseur des efforts de

cohésion au point G d’abscisse s.
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Note. Le torseur des efforts de cohésion est aussi appelé torseur des efforts intérieurs ou contraintes
généralisées.

Le torseur des efforts de cohésion en un point G est bien un torseur, on peut donc lui appliquer
les relations de transport de torseur pour calculer les éléments de réduction de S¢ en un autre
point que G.

Sa E@ = —_— @ —
M(s) | M(s)+AGAR(s) ) ,

Le torseur des efforts de cohésion en G5 est différent du torseur de cohésion en G, on ne peut
donc pas appliquer de relation de transport entre les éléments de réduction de ces deux torseurs.

1.3. Calcul du torseur des efforts de cohésion. La poutre étant en équilibre, le torseur
résultant des actions extérieures sur € est nul : Fepy 0 = {0}.

1.3.1. Equilibre de ~. Q~est en équilibre sous 1’action :

o des efforts extérieurs a Qappliqués sur Q7 : Fepy/0-
e des actions de QF sur Q7 : For /o- =S¢

Le principe fondamental de la statique impose alors
(2) S + fezt/Q* = {0}

1.3.2. Equilibre de Qt. Q% est en équilibre sous I’action :

e des efforts extérieurs a Q appliqués sur QF : Fepy i+
e des actions de Q™ sur QF : Fo- o+ = —Fo+/0- = —Sg¢
Le principe fondamental de la statique impose alors

(3) —S¢ + femt/ﬂ"’ = {0}

Note. Le calcul de S résulte toujours de 1’équilibre d’une partie de la poutre coupée dans la
section considérée, la totalité de QF ou de Q~ est & prendre en considération.
On choisira d’utiliser I’équation 2 ou 3 en fonction de la facilitée présumée de chaque calcul.

1.4. Exemple. Une poutre en bois est sollicitée en porte a faux par une force concentrée (Figure
3). On donne L =4m , a =0,5m et F = —20kN.

—
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FIGURE 3. Poutre en porte a faux

m

On se propose de calculer le torseur des efforts de cohésion pour tout point G de la ligne
moyenne de la poutre.

1.4.1. Calcul des actions d’appuis: Ce calcul est un préliminaire nécessaire dans presque tous
les cas. On obtient simplement les réactions d’appuis pour un probléme isostatique en écrivant
I’équilibre de la poutre:

Equation de moment en A : L% AYgY + (L +a)Z AFy =0 soit: Yg = —%F

Projection de la résultante sur ’axe 7: Ya+Yg+F=0s0it: Yy= %F

Projection de la résultante suivant 'axe @ : X4 =0

Note. Le calcul du torseur des efforts de cohésion sera différent pour un point G € [AB] ou
G € |BCYil convient donc de faire son calcul dans les deux cas.
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FIGURE 4. Equilibre de Q~

1.4.2. Calcul de Sg pour G € [AB]: Je choisis d’écrire 1'équilibre de Q~ (Figure 4) et j’utilise la
rela_)tion 2. -

R+49FF=0=R=—2F7

etM—x?/\%F?zﬁ) :>A7:%Fx7
1.4.3. Calcul de Sg pour G € |BC]: Je choisis d’écrire 'équilibre de Q1 (Figure 5) et j utilise la
relation 3.

_R Fy

o
ok

L+a

FIGURE 5. Equilibre de QF

— N — N
—Ri}Fy =0=R=Fy
— —
et -M+(L+a—2)TANFy=0 = M=F(L+a—2)7
1.5. Base locale de projection: Soit une poutre 2 de ligne moyenne I orientée par une abscisse

— —
s. On définit par X le vecteur unitaire tangent & I' au point G. Y et Z sont choisis tels que

—_ = = . .
(X Y, Z )s01t une base orthonormée directe.

FIGURE 6. Base locale de projection

, - = L. — =
e Dans le cas d’une poutre plane, X et Y sont choisis dans le plan de la poutreet Y = 2’A X
—

de cette maniére 7 = 7.
e Dans le cas d’une poutre droite, la base locale de projection est identique pour toute la
poutre.
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— —

e Dans le cas d’'une poutre gauche, les définitions de Y et Z correspondent & celles du

— -

repére de Fresnet : Y est le vecteur unitaire dont la direction et le sens sont ceux de %
- =

. —
et bien stir, Z = X AY.

1.6. Projections des éléments de réduction de Sg.

1.6.1. Définition. Soient R(s) la résultante de Sget M (s) son moment au point G , on définit le

sollicitations au point G par :

N(s)=R(s)e X Teffort normal

—5 = —
Vy(s) = R(s) ® }_/) Peffort tranchant par rapport a 'axe 3_/)
= R(s) @ Z leffort tranchant par rapport a Paxe Z

Va(s)

— -
M, (s) = M(s) @ X le moment de torsion

—5 = —
My, (s) = M(s)eY le moment de flexion par rapport a I'axe Y

( — = . —
M;y.(s) = M(s)e Z le moment de flexion par rapport a 'axe Z

Note. Compte tenu des conventions prises en 1.2 un effort normal positif caractérise un état de
traction, vice versa, un effort normal négatif correspond & un état de compression.
Dans le cas d’'une poutre plane, V(s), Mz (s) et My, (s) sont identiquement nuls.

1.6.2. Ezemple : Reprenons l'exercice donné en 1.4.
— —
La poutre est droite et la base locale est confondue avec les axes du repére : X = 7, Y

Le K
et Z =7.

N=FReX =0
=g - = ° =
R=-2FY =
Pour G € [AB[: L {Vy:]_f.}_/):_ZF
— — — =
M=2%FZ = Mj,=MeZ = “Fx
= by N=ReX =0
pour G € |BCJ: Vy=ReY =F
— — —_ =
M=(I+a—2)FZ = My,=Me Z =(l+a—a)F

1.7. Diagrammes des sollicitations:

1.7.1. Définition : Pour chaque sollicitation définie en 1.6, on peut tracer I’évolution de la valeur
correspondante en fonction de I'abscisse. L’aire comprise entre la courbe et I'axe des abscisses est
généralement hachuré avec des hachures perpendiculaires & ’axe. Les valeurs caractéristiques sont
reportées sur la courbe et le signe de la sollicitation est reporté pour ’effort normal et le moment
fléchissant. Dans le cas de poutres non droites, les valeurs des sollicitation sont habituellement
reportées sur la ligne moyenne de la structure, perpendiculairement & celle-ci.

1.7.2. Ezemple : En se basant sur les résultats donnés en 1.6.2, on peut tracer les diagrammes
en prenant soin de respecter une échelle (Figure 7). Les diagrammes sont généralement présentés
au dessus les uns des autres de fagon a faciliter leur lecture et a identifier les sections droites de
poutres les plus sollicitées.

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’EQUILIBRE

2.1. Introduction : Les équations différentielles d’équilibre permettent de calculer la variation
des sollicitations le long de I'abscisse d’une poutre. Ces équations peuvent étre utilisées en com-
plément de la méthode classique décrite en 1.3 consistant a écrire 1’équilibre d’un trongon de
poutre.
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FIGURE 7. Diagrammes des sollicitations

FIGURE 8. Poutre Q2

2.2. Equations générales : Soit une poutre Q de ligne moyenne I' orientée par une abscisse s
soumise & des efforts ponctuels et répartis (Fig. 8).

Isolons un troncon infinitésimal de poutre Q2 de longueur s, compris entre les sections X
d’abscisse sg et X1 d’abscisse sg + ds (Figure 9).

Quelque soit ’abscisse sy non confondue avec une abscisse d’application de charge concentrée,
on pourra toujours trouver §s suffisamment petit pour qu’aucune charge concentrée ne s’applique
sur 0€).

Comme on fera tendre ds vers 0, on pourra considérer le segment de poutre comme étant
droit et la charge répartie comme étant uniforme sur 62 (cette charge n’est pas forcément dirigée
perpendiculairement a la ligne moyenne).

Le trongon de poutre 6€2 est en équilibre sous I'action de :

—M(So)
Christian La Borderie Page 5 Théorie des poutres
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A

FIGURE 9. Trongon de poutre 6€2

(so + 0s) }
(so +9ds) o

g } ot M est le milieu de [GoG1].
M

==l

e L’action de QF sur Q7en G;: Sg, :{

-
Sl >

e L’action de la charge répartie : F : {

L’équation de la résultante donne:

soit en divisant par ds:
— —
R(so+ ds) — R(s0)
]
en prenant la limite lorsque ds tend vers 0, on obtient:

dR
(4) —S+f=6

L’équation du moment en Gy donne:

—

— [N s = - o
—M((s0) + M(so + s) + dsX A R(so+5s)+?X/\fés:0

X désigne le vecteur tangent a la ligne moyenne I'. En divisant par ds, on obtient :

— —
M(S°+5§) — M(so) +XA§(50+65)+6—;)?A]?=6
a la limite lorsque ds tend Vesrs 0, on obtient:
il o = -
(5) o +XAR=0

Les équations 4 et 5 sont les équations différentielles d’équilibre. Ces équations sont valables
sur tout trongon de poutre ne recevant pas de charge concentrée.

2.3. Traitement des charges concentrées: Considérons une section de poutre X; d’abscisse s;

gy
sur laquelle s’applique une charge extérieure concentrée Fj.

- —
Soit lim, .- S¢ (s) = S - { ]\E/[ESZ_; } le torseur des efforts de cohésion lorsque s tend

7 v Si

G
—
. L N R (s7)
vers s; par valeur inférieure et lim__ _+ Sg (s) = S+ - 3 ( 1+) le torseur des efforts de
; i 57
G;

cohésion lorsque s tend vers s; par valeur supérieure.
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FIGURE 10. Application d’'une charge concentrée

N
Fi: { _ } est le torseur représentant I’action concentrée.
G

La section ¥; est en équilibre sous 'action de —SG,—, de S+ et de F;
L’équation de la résultante traduisant I’équilibre de la section ¥;donne :

ﬁ(s*)—]_%)(s;)—kl?i:(_)’sionnote R

; la discontinuité de la résultante au point d’abscisse

Siq

s; , on obtient :

(6) R| =-F

54
La discontinuité de la résultante opposée a la charge concentrée.

> — -
L’équation du moment en GG; donne simplement : M (5;") - M (s;) = 0 soit :

(7) M| =0

Le moment est continu.
— =
2.4. Cas bidimensionnel: Dans le plan, nous avons dans la base locale (X, Y, 7):

— — —
R=NX+V,Y
et

La charge répartie est
— — —
f=LX+]f yY
La premiére équations différentielle d’équilibre (4) donne:

o

= = Ty

. d(M;.7) | 2 < = S
La deuxiéme donne : -0+ X A (NX + \@Y) = 0, soit :
dMy,
= -V,
ds Y

2.5. Récapitulation des cas courants: Les régles permettant de tracer les diagrammes dans
la plupart des cas sont résumées dans le tableau 1.

Christian La Borderie Page 7 Théorie des poutres



ére année

Premi

Institut Supérieur Aquitain du Batiment et des Travaux Publics

a'\q— =y — 9
Vigp— =Vy —

99IYUOOUOD dIIRY)

I _ d o] Yy
g o} A N
A N
A
(DY —=Vip—da"y IURINOD UOHUOI]
oy R N -~ Ins auLIojIun 98Iey))
::3?7 © 8 v 5 |
Rl 2l B
<>> A =
d_\/_ -
FN—=Vi— g prejsuo)) A JURISUOD A o8I1eTD sues
S N - -~ JURINOD UODUOI],
q \4 d v e v|_A e
::?? | " v
il W T éﬁ /I\ - >> N -
z} —>— =
vir = (v)*m A= (¥)"A VX = (V)N
vin— = (V)*¥ Vi—=(y)" Vy— = (V)N 9931 PWAIIXH
no
0=(w)*m 0= ()" 0o=WIN | ------- ———| e ey
Z{p Juesso9y JUOWON A yueyoueIy 11059 N [eULIOU }IOFH RUIOYOQ 7 TUOUIOUQAY

TABLE 1. Evolution des sollicitations dans le cas courants
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