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Objectifs du cours

@ Comprendre les principes de la méthode des éléments finis

o Comprendre I'approximation
o Evaluer les erreurs
o Optimiser la discrétisation

@ Utiliser le méthode dans les cas

e Mécanique élastique linéaire
e Thermique linéaire en régime établi

© Initiation au code EF Cast3m



@ Introduction :
@ Enoncé du probleme
@ Cas de la mécanique
@ Cas de la thermique

© Cas de la mécanique en 1D

@ Barre soumise a un effort concentré
@ Solution exacte (du modéle)
@ Discrétisation
@ Evaluation de la solution
@ Barre soumise a son poids propre
@ solution exacte
@ Discrétisation
@ Evaluation de la solution

© Cas de la thermique en 1D

@ Barre soumise a un flux convectif
@ Solution exacte (du modéle) S
@ Discrétisation ISA BTP
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Enoncé du probléme

@ La structure est caractérisée par :

o Sa géométrie.
e Un ou plusieurs matériaux.
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Enoncé du probléme

@ La structure est caractérisée par :

o Sa géométrie.
e Un ou plusieurs matériaux.

@ Elle recoit des sollicitations

o Mécaniques (forces, déplacements)
e Thermiques (températures, flux)
o Autres
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Enoncé du probléme

@ La structure est caractérisée par :

o Sa géométrie.
e Un ou plusieurs matériaux.

@ Elle recoit des sollicitations

o Mécaniques (forces, déplacements)
e Thermiques (températures, flux)
o Autres

@ Nous souhaitons connaitre en tout point

o L'état de contrainte, les déplacements
o La température, les flux
o La plasticité, la fissuration ...
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Cas de la mécanique

@ Introduction :

@ Cas de la mécanique
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Cas de la mécanique

Probleme de mécanique

© Le champ de déplacement est cinématiquement admissible

e Respecte les conditions aux limites
o Est compatible avec |'existance de la déformation.

o _1cdy; | dy;
° gj=3(% +&)

© La relation de comportement
o Permet de calculer la contrainte a partir du déplacement
o 0j = Cjjien +aATEj; en élasticité

© La contrainte est statiquement admissible

@ Respecte les conditions aux limites
o Vérifie les équations d'équilibre

doj; . E :(‘
° ZdLXjH-fi:PUi ISA BTP
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Cas de la thermique

@ Introduction :

@ Cas de la thermique
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Cas de la thermique

Probleme de thermique

@ Le champ de températures (= cinématiquement admissible)
o Respecte les conditions aux limites (températures imposés)
o Est dérivable par rapport aux variables d'espace.

@ La relation de comportement

o Permet de calculer le flux de chaleur

g — aT
G = —Agrad(T) ou q; = —A§

@ Le flux de chaleur (= statiquement admissible)
o Respecte les conditions aux limites (convection, radiation ...)
o Vérifie I'équation d'équilibre
. dg;
div(g) =0ou g =0

=
ISA BTP
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Cas de la thermique

Formulation faible

@ Solution exacte @ Solution approchée
o U(ouT) € espace o U(ouT) € espace fini
infini de solutions de solutions

U est Cinématiquement admissible

Relation de comportement

o =f(U,..)

U est Cinématiquement admissible) 0 est Statiquement Admissible

Relation de comportement

oc=f(U,..)

S~
ISA BTP
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© Cas de la mécanique en 1D
@ Barre soumise a un effort concentré
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Cas de la mécanique en 1D
0®00000000

Barre soumise a un effort concentré

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise a un effort F en B .

Solution exacte
e U est CA.

= o Continu
e U(0)=0

Section S

1om TP



Cas de la mécanique en 1D
0®00000000

Barre soumise a un effort concentré

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise a un effort F en B .

Solution exacte
e U est CA.

= o Continu
e U(0)=0

@ Relation de comportement

Section S

_ £du
OU—EW
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Barre soumise a un effort concentré

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise a un effort F en B

Section S
=)

Cas de la mécanique en 1D
0®00000000

o U est CA.
e Continu
o U(0)=0

@ Relation de comportement
= E%

@ o est S.A.

=0

cT et o(l) =5
Ed -3

1om TP




Barre soumise a un effort concentré

Cas de la mécanique en 1D
0®00000000

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise a un effort F en B .

Solution exacte

Section S

e U(x)

%X—FO

1om TP



Barre soumise a un effort concentré

Cas de la mécanique en 1D
0®00000000

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise a un effort F en B .

Section S

Solution exacte

1om TP



Cas de la mécanique en 1D
0O®0000000

Barre soumise a un effort concentré

Espace dans lequel on cherche des solutions approchées

@ La structure est découpée en

A

) | morceaux
2 ) appelés éléments

i [ j %
dément— = @ Les noeuds apparaissent a la
3 == - . 712
liaison des éléments

3 . Y
4 @ Les inconnues du probléme sont

‘ les déplacements des nceuds
5

X

£~
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Cas de la mécanique en 1D
0O®0000000

Barre soumise a un effort concentré

Espace dans lequel on cherche des solutions approchées

@ La structure est découpée en

morceaux
1y —EgeE I appelés éléments
! j @ Les noeuds apparaissent a la
’ ] liaison des éléments
2
5 o @ Les inconnues du probléme sont
s les déplacements des nceuds
4 °
4
5|B ®
X

£~
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Cas de la mécanique en 1D
0O®0000000

Barre soumise a un effort concentré

Espace dans lequel on cherche des solutions approchées

<
sos 535

1 wawededsq

@ Le déplacement d'un point P est
3 calculé par interpolation linéaire

/ e Pour P € [23]

U(x) = $2(x) U2 + 3(x) U3
o Pa(x) = ¥ et p3(x) = )7((

ISA BTP

P N




Cas de la mécanique en 1D
000®000000

Barre soumise a un effort concentré

approximation

N wswadedeq

>~

>t
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Cas de la mécanique en 1D
000®000000

Barre soumise a un effort concentré

approximation

N wswededeq

i

)
V)
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Cas de la mécanique en 1D
000®000000

Barre soumise a un effort concentré

approximation

o A o
3 &
8 ko)
o 1 o
8 8
3 3
3 3
ES ES
P < P lx <
2
3
4
: 5B
X X
"D
- =

E V2
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Cas de la mécanique en 1D
000®000000

Barre soumise a un effort concentré

approximation

o A o
3 &
8 ko)
o 1 o
8 8
3 3
3 3
ES ES
P < P l x <
2
3
4
: 5B
X X

19)
[P)

E V2
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Cas de la mécanique en 1D
0000®00000
Barre soumise a un effort concentré

® Un(x) = h2(x) Uz + ¢3(x) U
° Pa(x) = % et P3(x) =

\\>< \_/

@ Probléme : les fonctions de
forme ¢ dépendent de la
longueur de I'élément

= i(<
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Cas de la mécanique en 1D
0000®00000

Barre soumise a un effort concentré

@ On peut poser
=2 recl-1,1]VI

/ 1
° ¥ (§) ="
P (&) =+

SRt}

I\)‘—’—I\J
Yl

= i(<
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Cas de la mécanique en 1D
0000®00000

Barre soumise a un effort concentré

e Soient
o Ue: Y| le vecteur des
ol uj ) @ On peut poser
éplacements nodaux C — 2x—l, éf c [—L 1]V/
o N@): [ 9i(®) (@) ] e
matrice des fonctions de ° Y (C) = 5
1
forme 9 (0) =45F

= i(<
ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
0000080000

Barre soumise a un effort concentré

Calcul de la déformation

o e(2) = “GY = GG = 10
_ U;
Os(g):%di[lgg ng}[uj]
°e(f)=1] -1 1][5}}
° SoitB(g)=7[ -1 1]
B0 =" =B

ISA BTP



Barre soumise a un effort concentré

1]

<

Cas de la mécanique en 1D

Equilibre d'un élément
-} f,j -+ f;',' =0
_ ES

A { fu—ETS(“i_”J)

fii = 5 (uj — ui)
@ soient

__ES 1 -1 .
o Ke == 11 } la matrice de

rigidité élémentaire
f..
o Fe = [ fU }Ie vecteur des efforts
j
élémentaires

Fe = KeUe

Remarque : Si Nest |'effort normal, on a

N(1) = —f; et N(J) = f;




Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme
1 2 3 4 5
I=1L1/4

faa | _es| 1 -1 u3 fas | _es| 1 -1 Uy
fa3 ! -1 1 ua |’ F / -1 1 us
fi2 1 -1 0
f1 _Es -1 1 u?
o T N S

ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme
1 2 3 4 5
I=1L1/4

f34 _ ES 1 —1 us f—45 _ ES 1 —1 Uy
f43 / —1 1 (27 ! F / —1 1 Us
fa3 1 -1 uy
E.
f32 = TS . —1 1 . . us

ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme
1 2 3 4 5
I=1L1/4

e fHSJ'[Ez}H[H s

fa3 . -1 1 . Ua S
ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme

| 2 3 4 S
I=1L/4

= 2(<
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Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme
1 2 3 4 5
I=1L1/4

2=l fHH{Ez}}ﬂi )]

R I A R R 1
f43 ! —1 1 Uy ! F o —1 1 Us
fio 1 -1 0 0 0 0
f1+ 3 gs| 1 1+1 —1 0 0 up
32+ f33 = 0 -1 141 -1 0 u3
f34+f45 0 0 —1 1+1 —1 U4: 1

F 0 0 0 -1 1 Us



Cas de la mécanique en 1D
0000000800

Barre soumise a un effort concentré

équilibre du systéme

| 2 3 4 S
I=1L/4

faa | _gs| 1 -1 u3 fas | _gs| 1 -1 Ug
f43 / —1 1 (27 ! F / —1 1 Us

fi2 1 -1 0 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0 uo

E.

0 = TS o -1 2 -1 0 us

0 0 o -1 2 -1 Ug S8

F o 0 0 -1 1 s kAL



Barre soumise a un effort concentré

Calcul des déplacements

fio =—

0_
0=
0=

4E. L
SUQ:>UQ— ﬁflg
4E5 (2U2 — U3) = u3z = 2Up
#( Up +2u3 — us) = ug = —up + 2u3 = 3up
%5( us +2us — us) = Us = —u3 + 2us = 4uo
F =25 (—uy+ us) = U = 75

Cas de la mécanique en 1D
0000000080

Solution du probleme EF

FL FL 3FL FL

U1:O,U2:E,U3: =

265" T 465" T Es

Calcul des déformations et des contraintes

081:[—

@ 01 =

-
-

uy F
]|:U2:| ES 2 3 4

TP

Eeir=f£=m=0m3=04




Cas de la mécanique en 1D
000000000e

Barre soumise a un effort concentré

Evaluation de la solution

Evaluation de la solution en déplacement

T T T T
Solution EF —|—
Solution exacte

08 i P B
L, o8 ) d 4
T ~
@
i
z /}/
S o4t / 4

02 / 4

. . . .
02 04 06 08 1

XL

Remarque

@ Dans ce cas particulier la solution exacte appartient a la
famille de solutions aux éléments finis.

@ La solution éléments finis est exacte (ce qui est exceptionnel)

o Le champ de contrainte obtenu 0,(x) = & est SA =




Cas de la mécanique en 1D
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Barre soumise a son poids propre

© Cas de la mécanique en 1D

@ Barre soumise a son poids propre
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Cas de la mécanique en 1D
0®000

Barre soumise a son poids propre

Solution exacte

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise son poids propre
soit une charge volumique f = pgX.

Solution exacte

7 e U est C.A.

>

o Continu
e U(0)=0

Section S




Cas de la mécanique en 1D
0®000

Barre soumise a son poids propre

Solution exacte

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise son poids propre
soit une charge volumique f = pgX.

Solution exacte

7 e U est C.A.

>

o Continu
e U(0)=0

g%

@ Relation de comportement

_ pdu
OO'—EW

Section S




Cas de la mécanique en 1D
0®000

Barre soumise a son poids propre

Solution exacte

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise son poids propre
soit une charge volumique f = pgX.

Solution exacte

7 e U est C.A.

>

o Continu
e U(0)=0

g%

@ Relation de comportement

_ pdu
OO'—EW

Section S

@ 0 est S.A.
B o 90 tpg=eto(l)=0
o o(x) = pg(L—x) = EY




Cas de la mécanique en 1D
0®000

Barre soumise a son poids propre

Solution exacte

Soit une barre [AB] encastrée en A et soumise son poids propre
soit une charge volumique f = pgX.

Solution exacte

%

>

g%

Section S

o

o U(X)="2

(x=%)+0 |

|




Cas de la mécanique en 1D
leeY Yolo)

Barre soumise a son poids propre

Discrétisation des efforts extérieurs

xt

@ Le vecteur élémentaire des efforts nodaux est donc
T 1 1
@ En assemblant le vecteur des effort nodaux on S

obtient :FT =pglS[ 3 1 1 1 %]. ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
000®0

Barre soumise a son poids propre

Solution du probleme discrétisé

@ Le champ u, solution du probléme discrétisé est solution du
systeme d’équations :

fil i 1 -1 0 0 0 0
0 1 -1 2 -1 0 0 U
0 +$ 1| = ? 0 -1 2 -1 0 s
0 1 0 0 -1 2 -1 g
0 i 0 0 0 -1 1 us

=

ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
000®0

Barre soumise a son poids propre

Solution du probleme discrétisé

@ La résolution du systeme peut se faire de la maniére suivante :

up = 455 (fl + ngS) U = 7§2gt_2
u3 = 2up— % uz = 3%gEL2
upy = 3up— 3ng£—2 =9 o = 2 ?2
us = dup— % 5 -

us = ug+ % fll = _ngS

=
ISA BTP



Barre soumise a son poids propre

Cas de la mécanique en 1D

loJole] lo]

Solution du probleme discrétisé

@ La résolution du systéme peut se faire de la maniére suivante :

u
u3
Ug

us

us

4ES (fl + ngS) u2
QUZ - % us
3z — =
4U2 — 6{)5 E us
e g

Togl?
32E

3pgl®
8E

15pgL?

PgL2E

2F

= —pgls

@ Les déformations sont obtenues a partir de la matrice B et du
champ de déplacement uy,.

1

81:7(U2—U1):

28pglL

20pglL

32E

' 2

3 37

12pgL - 4pgl

PE T 306,
ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
lelelelel ]

Barre soumise a son poids propre

Evaluation de la solution

01b Continu 4
0 | | Dis‘crétisé | + -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

~Ix

@ La solution en déplacement approche la solution exacte

S~
ISA BTP



Barre soumise a son poids propre

Cas de la mécanique en 1D

Evaluation de la solution

1 \\\\» - ~ ‘ L ~ S~ S ~ ™~ ‘
%_ \\\\\\\ V + C ntlnu
- L e ) tl + |
7 + ~ ~ ;\ \\+ |
7L ~. ~
| + . ~ . + :
2 | +\\\T\\\\\\\\\;\ . q_
‘ ‘ ‘ | .
2 ].
%

@ La solution en contrainte est discontinue

2~
ISA BTP



Cas de la mécanique en 1D
lelelelel ]

Barre soumise a son poids propre

Evaluation de la solution

1 ~— T | I
+ >+ Continu
0.8 g Discrétisé  + -
, 06 oA .
ogL ™~
pe 0.4 + »\ + N
0.2 | _}_\\\f‘\\\\\\‘,q_
0 \ \ \ \ ™
0 02 04 06 08 1
1

@ La solution EF converge vers la solution analytique lorsqu’ O&A BTP
augmente le nombre d’'éléments



Cas de la thermique en 1D
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Barre soumise a un flux convectif

© Cas de la thermique en 1D
@ Barre soumise a un flux convectif
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Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)
Barre soumise a un flux convectif

o T est CA.
o Continu
° T(O) =0

Section S

¢ =H(Tg— Tw)

Soit une barre [AB] de
longueur L et de section S
soumise a une température
Ta =0 A un flux convectif
PB = H(TB — Too) en B.




Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)

Solution exacte

Barre soumise a un flux convectif

e o T est CA.
A
o Continu
° T(O) =0
o ] Setons @ Relation de comportement
_ dT
B
9 =H(Tg— Tw)

Soit une barre [AB] de
longueur L et de section S
soumise a une température
Ta =0 A un flux convectif
PB = H(TB — Too) en B.




Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)

Barre soumise a un flux convectif

Solution exacte

e o T est CA.
e Continu
° T(O) =0
o ] Setons @ Relation de comportement
o Q= )\dTS
@ Q est S.A.
]?/75 H(Ts — Teo) ° dQ =0et Q( ) (]
% ° a;X =0 donc ¢ a = cste, or
—/\SdT( )= ¢b
. __ 9
Soit une barre [AB] de o &= ﬁg
longueur L et de section S o T(x)=-3gx + Cste et
NN . T(0)=T,
soumise a une température
Ta =0 A un flux convectif
(PB = H(TB — Too) en B.




Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)

Barre soumise a un flux convectif

Solution exacte

e o T est CA.
e Continu
° T(O) =0
o | Sectns @ Relation de comportement
o Q= )\dTS
@ Q est S.A.
]?/75 H(Ts~ T) ° dQ =0et Q(L ) ¢B
% ° a;X = 0 donc 2 a = cste, or
—/\Sﬂ( )= @b
i T _ _ ¢
Soit une barre [AB] de ° o — _gof,Tg
longueur L et de section S o T(x)=-3gx + Cste et
soumise a une température T(0) = TA v
Ta =0 A un flux convectif o T(x)=—%x
PB = H(TB — Too) en B.




Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)

Barre soumise a un flux convectif

Solution exacte

e o T est CA.
e Continu
° T(O) =0
o | Sectns @ Relation de comportement
o Q= )\dTS
@ Q est S.A.
]?/75 H(Ts~ T) ° dQ =0et Q(L ) ¢B
% ° a; = 0 donc 2 a = cste, or
X
—/\Sﬂ( )= @b
_ dT _ _ ¢
Soit une barre [AB] de ° o — _gof,Tg
longueur L et de section S o T(x)=-3gx + Cste et
soumise a une température T(0) = TA v
Ta =0 A un flux convectif o T(x)=—%x
=H(Tg—T. B. ASHT,
¢8 (T = Teo) en ° q(x) = @b = 1S1hr



Cas de la thermique en 1D
[e] Telolelelele)

Barre soumise a un flux convectif

Solution exacte
o T est CA.

o o Continu
A ° T(O) =0

@ Relation de comportement
s o Q= —)\dTS

@ Q est S.A.

on*OetQ() (3

2
° a— = 0 donc 2L = cste, or
B 0x2 a

98 = H(Ts — Tw) _/\SdT( ) @b

o T(x)=-%tx + Cste et
T = Hls TO0)=Ta=0

o T(x)= —%X

o q(x) = ¢» = 1Mz




Cas de la thermique en 1D
[ee] Yolelelele]

Barre soumise a un flux convectif

Discrétisation

S~
ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
[ee] Yolelelele]

Barre soumise a un flux convectif

Discrétisation

e Soient
T;

o Te: { T,
o N(2): [ ¢i(8) w;(&) | la matrice des fonctions de forme

} le vecteur des déplacements nodaux

S~
ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
000®0000

Barre soumise a un flux convectif

Calcul du flux

oo rale lﬂ[%’i]
_ _AST T
oQ(C)— ,[ 11}[7}}
OSoitB((’;):H_1 1]
B = dl\:,ig)' q (&) = —ASB({)

ISA BTP



Barre soumise a un flux convectif

Cas de la thermique en 1D
0000e@000

Equilibre d’un élément

e Qi+ Q=0
_ AS
o { Q"J'__E(Ti_Tj)
Qi == (T = Ti)
@ soient
_as | 1 = ,
o Ke =77 11 ] la matrice de
conductivité élémentaire
o Qe = [ Qj le vecteur des efforts
Qji
élémentaires
Qe - _KeTe

ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
00000@00

Barre soumise a un flux convectif

équilibre du systéme

| 2 3 4 5
I=1L/4

>

Quz | _ 0 Qs | T
o=l i) le] -] 7]
{Qm}__K{B}{ Qs }K{TZ‘}
Qa3 L Ta ] | H(Ts — Tw) L Ts

Q12 1 -1 . .. 0
Q21 B AS —1 1 " n s T
. == —T .

= !(<
ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
00000@00

Barre soumise a un flux convectif

équilibre du systéme
1 2 3 4 5

I=1L/4
e S

Quz | _ 0 Qs | _ 7>
o=l n ] &7

Qaa | _ T3 Qa5 o T4
|G ]= e B an [ = [ 7]

@3 1 -1 . . T>
AS
@32 = -1 1 T3
::(<

ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
00000@00

Barre soumise a un flux convectif

équilibre du systéme

1 2 3 4 5
|=1L/4
B, S—
Quz | _ 0 Qs | _ 7>
o=l n ] &7
{QM}_K{B}{ Qa5 K{Tél}
(43 Sl Ta || H(Ts — Two) L Ts
Qs :7¥ .1 -1 . T
Q43 . —1 1 . Ty S
ISA BTP



équilibre du systéme

1 2 3 4 5
I=1L/4

ISA BTP



Cas de la thermique en 1D
00000@00

Barre soumise a un flux convectif

équilibre du systéme
1 2 3 4 5
I=1L1/4

>

Quz | _ 0 Qs | T>
[QZI]_ Ke[Tz]'{Qw]_ Ke[ﬁ}

G |= [ Rl L = <[ 5]

Q12 1 —1 0 0 0 0 0
Q21 + Q23 -1 1+1 -1 0 0 T 0
QR+ Q33 |[=—2| 0 -1 141 -1 0 T3 |-H| O
Qa3 + Qu5 0 0 -1 1+1 -1 T4 | S50

—HTw 0 0 0 -1 1 Ts | "S457%



Cas de la thermique en 1D
00000@00

Barre soumise a un flux convectif

équilibre du systéme

1 2 3 4 5
I=1/4
—
le] [0][023] [Tz}
— _K , — _K
[ Q21 1T Q32 MRE
{Q34}ZK{T3}{ Qs5 }K{TAL}
Q43 Cl Ta |"| H(Ts — Teo) 1 Ts
Q12 )‘TS —/\TS 0 0 0 0
0 s s 0 T
_ AS  HAS AS
0 0 0 -1 24 A3 T
—HTs 0o o o A5 (as_p | [T



Cas de la thermique en 1D
00000080

Barre soumise a un flux convectif

résolution

Calcul des températures

Q=T = T= Qo

0=—-4202T,—T3) = T3 =2T;
0=—-42(-Th4+2T3—T4) = Tya=—-Tr+2T3 =37,
0= -3 (_T342T, —Ts)=> Ts = —T3+2T4 = 4T

4\S _ HLT,
—HToo =—T (—T4 + T5) = HT5 = T2 = 74(HL+AS)

S
ISA BTP



Solution EF du probleme

Températures

HLT HLT
=, T gy e
1=0 = rrias)y BT 2(HL+ AS)
. 3HLT» T — HLT
T 4(HL+AS)  ° (HL+AS)

Calcul du flux

__4S _ _ 4AST _ AS HLTs _ ASHT. _
Qu=-"(Th—T2)=*PT2=Pisfr = 151/ — ¥B

v
Evaluation de la solution

@ La solution est exacte en Températures

Ty =Tg

@ Le flux calculé est exact
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