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Résumé

Dans ce document, je tente d’établir le bilan de mes activités de recherche de-
puis la fin de mon doctorat en 1991. Durant ces années j’ai été successivement
ingénieur de recherche au CEA de Saclay, maître de conférences à l’École Nor-
male Supérieure de Cachan puis maître de conférences au sein de l’Institut
Supérieur Aquitain du Bâtiment et des Travaux Publics de l’université de Pau
et des Pays de l’Adour.

Dans ces différents contextes, j’ai essayé de concentrer mes efforts vers la
mise à disposition de la communauté scientifique d’outils de modélisation
pour la description du comportement de structures du génie civil.

Cet effort passe souvent par la réalisation d’expériences, la mise au point
de modèles de comportement pour le matériau suivi d’une implémentation
numérique associée aux outils adaptés puis d’une validation.

(Je considère que chaque étape possède son importance dans le processus,
et que particulièrement la partie expérimentale, si elle est menée avec la rigueur
et les soins nécessaires, qui n’est pas toujours évaluée à sa juste valeur.)

Un modèle de comportement ne peut à mon sens se baser que sur des faits
expérimentaux constatés ; d’autre part il n’a un intérêt que s’il est implémenté
numériquement dans un contexte qui permette de faire du calcul prévision-
nel ; son intérêt est d’autant plus important qu’il est capable de prédire des
comportements dans des situations diverses.

Il est important de situer un point de départ à l’évolution des travaux pré-
sentés. Le modèle de comportement pour le béton, qui fait encore référence au-
jourd’hui, est le modèle présenté par Jacky Mazars il y a près de 20 ans lors de
son doctorat d’état. De nombreux modèles d’endommagement ont vu le jour
depuis, mais aucun n’a eu le succès de celui de J. Mazars. Facile à implémen-
ter, explicite et d’une capacité de prévision correcte dans de nombreux cas, ce
modèle n’est néanmoins pas parfait et comporte un certain nombre de lacunes.
Un deuxième modèle a servi de base à d’autres développements, c’est le mo-
dèle unilatéral développé durant ma thèse. Le s bases de ces deux modèles sont
rappelées en annexe.

Les trois premiers chapitres concernent l’élaboration de modèles d’endom-
magement pour matériaux fragiles, avec des degrés de sophistication et des
objectifs divers : introduction des effets de vitesses ; prise en compte des effets
hystérétiques et modélisation de l’anisotropie.

Le quatrième chapitre est relatif aux couplages entre l’endommagement
mécanique et le transfert de fluides.

Le dernier chapitre concerne le développement d’un nouveau modèle de
comportement qui tente de tirer avantage de l’ensemble modèles présentés
sans en avoir les désagréments. Une nouvelle procédure expérimentale qui est
associée au développement du modèle est également présentée.



iv

Tous les modèles présentés ici sont implémentés dans CASTEM 2000 ou
dans EFiCoS, la majorité des calculs sont effectués avec CASTEM2000.

Chaque chapitre sera ponctué par les références au travaux de doctorats
que j’ai encadrés ou co-encadrés.
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Première partie

Modèles d’Endommagement
pour Matériaux Fragiles
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Chapitre 1

Introduction

Bien que pour de multiples raisons, les industries du génie civil ne soient
encore que très peu friandes de modélisations permettant des calculs de struc-
tures mettant en oeuvre des moyens scientifiques avancés, certains domaines
précis demandent une expertise qui ne peut exister sans s’appuyer sur les dé-
veloppements les plus récents tant en calculs de structures qu’en modélisation
du comportement des matériaux.

Il en est par exemple du domaine du nucléaire qui au travers d’EDF, du
CEA, de l’ANDRA a fortement participé à l’émancipation de laboratoires et
d’équipes de recherches dans le domaine du génie civil. Les organismes de
certification comme le CSTB ou le CEBTP s’intéressent de plus en plus à la
modélisation dans un objectif de compléter judicieusement les études expéri-
mentales qui sont de plus en plus coûteuses.

La particularité des structures du génie civil en béton armé est que le béton
est largement utilisé dans son domaine non linéaire. Ce matériau étant fra-
gile, les non linéarités s’accompagnent de micro-fissures et parfois de macro-
fissures. Pour reproduire correctement le comportement de ces structures, il
faut porter une attention particulière au comportement mécanique du maté-
riau.

Ma participation au progrès effectués dans les calculs de structures du gé-
nie civil s’est essentiellement illustrée par des développement de modèles de
comportement pour le béton.

Après certains modèles de plasticité de de fissuration distribuée, le modèle
de Jacky Mazars (voir annexe7) a été le premier modèle d’endommagement à
être utilisé pour prédire le comportement de structures du génie civil. Rapi-
dement, les objectifs se sont élargis et ce modèle a montré des insuffisances,
particulièrement dans le cas de chargements cycliques. Un nouveau modèle,
unilatéral, adapté aux chargements cycliques a vu le jour (voir annexe 8), au
fur et à mesure de l’élargissement des objectifs et de la volonté d’obtenir des
résultats de plus en plus proches de la réalité, et ceci pour des cas de charge-
ment de plus en plus complexes, de nouveaux modèles ont vu le jour. Chaque
modèle a apporté à l’édifice des connaissances une pierre supplémentaire et a

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

eu ses applications plus ou moins nombreuses, certains sont restés et d’autres
seront rapidement oubliés.



Chapitre 2

Modèles pour calculs
dynamiques :

Après avoir obtenu des résultats convaincants dans la prédiction du com-
portement de structures en béton armé dans des situation de chargement sta-
tique monotone avec le modèle d’endommagement de J. Mazars et de charge-
ment statique alterné en utilisant le modèle d’endommagement unilatéral et le
code de calcul EFiCoS développés lors de mon doctorat, nous nous sommes na-
turellement tournés vers le calcul dynamique temporel pour répondre aux be-
soins de calcul dans le domaine du parasismique. Ces besoins ont tout d’abord
été matérialisés par le projet CASSBA (Conception et Analyse Sismique de
Structures en Béton Armé) monté en 1991 par J. Mazars au sein du GRECO
géomatériaux, et regroupant les efforts du LCPC, du CEA, de l’École Centrale
de Paris, de l’INSA de Lyon et de l’ENS de Cachan, puis par une étude sur
le calcul de structures en béton armé sollicités par des souffles pour le centre
d’études de Grammat. Bien que les les algorithmes de calcul dynamique tem-
porelle soient connus depuis longtemps l’état de l’art dans l’estimation de la
résistance ultime d’une structure sollicitée sismiquement, était relativement li-
mité aussi bien en France qu’à l’étranger.

– Utilisation de la dynamique temporelle sur structures élastiques ou pre-
nant en compte de façon grossière la non linéarité du comportement
du matériau à l’aide de rotules plastiques, de modèles élastiques non li-
néaires ou de modèle globaux.

– Méthode “statique équivalente” utilisée encore aujourd’hui dans les bu-
reaux d’études :
Une analyse modale de la structure dans son état vierge permet de calcu-
ler les efforts d’inertie correspondant à une excitation d’un spectre déter-
miné. Ces efforts correspondent à une structure vierge dont le compor-
tement est élastique ; une structure réelle se dégrade, dissipe de l’énergie
et voit ses fréquences propres évoluer avec la dégradation. Pour prendre
en compte cet effet, la méthode prévoit de pondérer uniformément les ef-

4
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forts calculés par un coefficient appelé coefficient de comportement. Les
efforts pondérés sont ensuite utilisés dans un calcul statique pour dimen-
sionner la structure.

Il est évident que ces deux méthodes sont basés sur des modèles trop simplistes
et ne sont pas satisfaisantes tant scientifiquement qu’au niveau des résultats.
Nous avons donc projeté de développer une méthode permettant d’effectuer
des calculs non linéaires tant du point de vue temporel que matériel.

L’introduction de la dynamique impose la prise en compte du point de vue
matériel :

– les effets de refermetures de fissures ou effet unilatéral.
– des éventuels effets de vitesse constatés expérimentalement.
– des algorithmes optimisés de façon à ne pas rendre trop lourds les calculs.
– une bonne modélisation de l’amortissement.

Deux études ont démarré à peu d’intervalle :

La thèse de Jean-François Dubé [15] sur le calcul de structures sous charge-
ments sismiques.

Jean François Dubé a travaillé en DEA puis en thèse sur un sujet en conti-
nuité avec les résultats obtenus lors de mon doctorat. Les points majeurs abor-
dés dans ce travail sont :

– L’implémentation des effets de la dynamique temporelle dans le code aux
éléments finis EFiCoS.

– La prise en compte dans le modèle de comportement d’effets de vitesse
introduits pour reproduire une modification des caractéristiques de dé-
gradation du matériau avec la vitesse de sollicitation mais permettant
également de régulariser le problème lié à l’adoucissement du matériau
dans des conditions dynamiques. Ce sujet fait l’objet de la première par-
tie de ce chapitre.

– La mise en évidence de l’importance des liaisons et une modélisation de
liaison semi-rigide dans le cadre des éléments poutres.

– La prise en compte de la distorsion pour les éléments de poutre courts.
Cette première thèse de l’équipe génie civil du LMT dédiée aux calculs dy-
namiques a également permis de mettre le doigt sur un certain nombres de
facteurs comme la modélisation de l’amortissement qui sera abordée plus tard.

La thèse de Christophe Pontiroli [57] sur le calcul de structures sollicités par
un souffle. Cette étude a été menée en collaboration avec la DGA et devait
aboutir au développement d’un processus intégré dans le code ABAQUS. Les
calculs devant être effectués sur des cinématiques complètes en 2D ou 3D, et
donc avec un nombre de degrés de liberté important, nous avons porté notre ef-
fort sur le développement d’un modèle qui demande temps de calcul minimal.
En partant du modèle de J. Mazars, nous avons introduit les effets unilatéraux
et l’anélasticité en conservant le caractère explicite du modèle.
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La thèse de Frédéric Ragueneau [58] Le problème de l’amortissement sou-
levé lors des deux précédentes études sera étudié de manière plus approfondie
lors du doctorat de Frédéric Ragueneau. L’introduction des phénomènes hys-
térétiques dans le comportement du matériau permet de participer à l’amortis-
sement de la structure. C’est l’objet de la seconde partie de ce chapitre.

2.1 Modélisation du comportement visco-endommageable.

Les simulations de problèmes dynamiques dans le régime de comporte-
ment non linéaire demandent une attention particulière si on veut s’assurer de
l’aspect prédictif de la simulation.

Comme pour la résolution de problèmes statiques, il est nécessaire d’utili-
ser des modèles de comportement qui soient représentatifs de la dégradation
du matériau dans la gamme de sollicitation à laquelle il est soumis, il faut aussi
s’assurer que le problème discret est bien posé.

Des études expérimentales rassemblées par [5] montrent qu’à l’échelle à
laquelle on observe le matériau (volume élémentaire représentatif), le compor-
tement du matériau dépend de la vitesse de sollicitation (figure 2.1). C’est ce
qu’on appelle l’effet de vitesse.

FIG. 2.1 – Influence de la vitesse de chargement sur la contrainte ultime
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Ce point est à considérer dès que les vitesses de sollicitation imposent des
vitesses de déformation supérieures à 10−2s−1. L’introduction des effets vis-
queux dans l’évolution des variables internes qui décrivent la dégradation du
matériau (viscoplasticité, viscoendommagement) peut avoir deux objectifs .

L’objectif le plus facile à atteindre est de faire dépendre l’écrouissage du
matériau de la vitesse de sollicitation afin d’obtenir un effet de vitesse.

Le deuxième objectif est lié à la régularisation des calculs numériques et
permet s’il est atteint de s’affranchir de la dépendance vis à vis du maillage
dans les problèmes de dynamique. Cet objectif peut être atteint dans certains
cas (on peut formuler des modèles avec effet de vitesse qui n’ont pas d’ef-
fet régularisateur) [52]. Une méthode similaire est utilisée pour les matériaux
composites sous le nom d’endommagement avec effet de retard [1], cette ap-
pellation est d’ailleurs plus adaptée au modèle qui n’a absolument rien à voir
avec la visco-élasticité.

2.1.1 Formulation générale

Pour un modèle de comportement développé dans le cadre de la thermody-
namique des processus irréversibles et pour un matériau standard [41], nous
pouvons écrire l’évolution des variables internes Ak en fonction des variables
associées Vk à l’aide de la fonction seuil F et de la condition de consistance 2.2.

F est une fonction des variables associées et d’éventuels paramètres :

F = F(σ, Vk) (ou éventuellement F = F(ε, Vk)) (2.1)

La condition de consistance est donnée par :

F = 0 et Ḟ = 0avecḞ =
∂F
∂σ

σ̇ +
∂F
∂Vk

V̇k (2.2)

L’évolution des variable internes est alors donnée par les équations
2.3

Ȧk = λ̇
∂F
∂Vk

(2.3)

Où λ̇ est un multiplicateur scalaire toujours positif.
On peut représenter ces relations par le point de charge qui entraîne la sur-

face seuil dans son mouvement figure 2.2 a))
Pour introduire un effet de vitesse, il suffit de faire en sorte que le point de

charge entraîne la surface seuil en ayant la possibilité de sortir de la surface
(Figure 2.2 b)) on obtient ainsi un matériau viscoplastique ou viscoendomma-
geable.

On peut obtenir cet effet en remplaçant simplement la condition de consis-
tance 2.2 par l’équation inspirée du modèle de Perzina [55] 2.4 donnant la va-
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Surface seuil initiale

surface seuil finale

point de charge final

point de charge initial

(a) Matériau standard

Surface seuil initiale

surface seuil finale

point de charge final

point de charge initial

(b) Matériau visco

FIG. 2.2 – Évolution de la surface seuil pour un matériau standard

leur du multiplicateur1.

λ̇ =
1
m

<
F

Kv
>N (2.4)

Où Kv qui a la même dimension que F est introduit pour des raisons de
compatibilité de dimensions , N est un paramètre sans dimension et m est un
temps caractéristique.

Cette méthode est applicable à la plupart des modèles de plasticité et d’en-
dommagement.

2.1.1.1 Application au modèle unilatéral

On applique la méthode au modèle d’endommagement unilatéral (Voir an-
nexe 8)

Contrairement à ce que l’on pourrait penser, l’introduction de l’effet de vi-
tesse rend ici le problème plus simple.

On obtient directement le multiplicateur plastique par l’équation qui de-
vient dans notre cas :

λ̇ =
1
m

<
Yi −Y0i − Zi

Y0i
>N (2.5)

Cette équation différentielle peut être intégrée numériquement par des mé-
thodes classiques. Les paramètres m et N sont à identifier sur des courbes du
style de celles données en figure 2.1. La réponse uniaxiale du modèle est don-
née sur la figure 2.3 pour différentes vitesses de chargement.

1Cette idée a été inspirée par Jean Lemaître lors d’une après-midi de travail qu’il a bien voulu
nous consacrer, merci Jean !
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FIG. 2.3 – Réponse uniaxiale du modèle viscoendommageable



CHAPITRE 2. MODÈLES POUR CALCULS DYNAMIQUES : 10

2.1.2 Régularisation du problème dynamique

Lorsque l’écrouissage du modèle de comportement est négatif, la nature
des équations différentielles d’équilibre est généralement modifiée, ce phéno-
mène se traduit par une perte d’objectivité du problème aux éléments finis (le
résultat dépend fortement de la discrétisation).

On peut montrer [16] que l’introduction de l’effet de vitesse tel qu’il a été
précédemment exposé permet de conserver la nature hyperbolique des équa-
tions d’équilibre.

Un exemple simple permet d’illustrer cette propriété. Cet exemple proposé
par Bažant et Belytschko [3] consiste à étudier la réponse uniaxiale d’un bar-
reau encastré à une extrémité sur lequel on applique un échelon d’effort égal
au 3/4 de sa résistance à l’autre extrémité (figure 2.4).

F(t)

t0

0.75*Fmax

t

F(t)

FIG. 2.4 – Propagation d’une onde dans un barreau

La déformation double lorsque l’onde se réfléchit sur l’encastrement, ce qui
produit la rupture du barreau.

Pour mettre en évidence l’aspect régularisateur de l’effet de vitesse, nous
avons simulé cet exemple pour le modèle de base et le modèle avec effet de
vitesse avec 20, 40 80 et 160 éléments.

Les résultats obtenus pour les profils des déformations et de l’endommage-
ment lorsque l’onde a parcouru la moitié de la longueur du barreau après sa
réflexion sont reportés respectivement sur les figures 2.5et 2.6.

Visiblement, les résultats ne sont pas objectifs pour le modèle de base tant
en déformation qu’en endommagement et dépendent fortement de la discréti-
sation.

La régularisation attendue est obtenue et les différents profils sont indé-
pendants de la discrétisation. La discrétisation avec 20 éléments ne permet pas
toutefois de capter la valeur maximale d’endommagement dans la partie cen-
trale. Sur le faciès de déformation, un effet de masque est visible dans la zone
la plus endommagée. Il est important de noter que les paramètres utilisés dans
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cet exemple sont ceux identifiés sur l’effet de vitesse.

2.1.3 Application du modèle à différentes vitesses de sollicita-
tions :

Le modèle a été utilisé pour des applications allant de la statique à la dyna-
mique rapide.

2.1.3.1 Calcul statique :

Même en cas de chargement statique, lorsqu’il y a localisation des déforma-
tions, les vitesses de déformation sont importantes dans la zone de localisation
et on peut s’attendre à obtenir un effet régularisateur de l’introduction du vis-
coendommagement. C’est ce que nous avons vérifié sur une exemple simple
d’une éprouvette de traction entaillée (Figure 2.7). Les calculs ont été effectués
avec trois maillages de différentes densités.

Le calcul effectué avec le modèle original sans effet de retard donne des
résultats complètement différents pour les trois maillages (Figure 2.8).

Les résultats du modèle visco-endommageable semblent corrects mais pour
obtenir un effet régularisateur, nous avons du prendre des valeurs importantes
pour l’exposant N du modèle de viscoplasticité (Équation 2.5) qui ne corres-
pondent plus aux effets de vitesses constatés expérimentalement.

Les résultats sont objectifs, mais dans l’exemple utilisé, les efforts obtenus
sont alors trop importants et le modèle perd sa capacité de prédiction. Il faut
également garder en tête que pour que la méthode soit correcte, les effets de
la dynamique doivent obligatoirement être pris en compte pour capter correc-
tement les effets créés lors de la localisation. Cette méthode peut paraître sé-
duisante face aux approches non-locales, surtout au regard du coût de calcul ;
mais même si le pas de temps sera beaucoup plus rapide que lors d’un calcul
non-local, il faudra effectuer beaucoup plus de pas de temps de façon à capter
le front dynamique créé lors de la localisation. D’autre part les paramètres in-
troduits n’ont plus vraiment de signification physique. On peut donc conclure
que dans le cas de chargements statiques, la méthode n’a pas beaucoup d’in-
térêt, et on préférera les modèles non-locaux, avec gradient ou la méthode de
Hillerborg pour traiter les problèmes de localisation.

2.1.3.2 Dynamique :

Le modèle a été largement utilisé pour les calculs de pré-dimensionnement
et les calculs prédictifs en condition de Benchmark sur le maquette CASSBA
(Conception et Analyse Sismique des Structures en Béton Armé). Le projet
CASSBA, piloté par J. Mazars au sein du groupe GEO était organisé autour
de l’expérimentation d’un bâtiment de 8 étages à voiles porteurs faiblement
armé, réalisé à l’échelle 1/3 et sollicité par un séisme sur la dalle sismique Aza-
lée du CEA de Saclay. Ces études ont été suivies par de nouvelles confrontation
essais-calculs autour du projet CAMUS de conception plus simple (Figure 2.9).
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FIG. 2.6 – Modèle visco-endommageable
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FIG. 2.7 – Traction sur éprouvette entaillée
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FIG. 2.9 – Maquette CAMUS
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Les calculs sur le projet CASSBA ont été menés à l’aide du logiciel EFiCoS
avec un amortissement structurel de 5% calé sur les deux premiers modes et
une modélisation du contact entre le support maquette utilisant une liaison
semi-rigide. Les résultats montrent un bon pouvoir de prédiction (Figure 2.11
a)) du modèle et une bonne adéquation de la méthode employée.

1

0.8

0.6

0

0.2

0.4

Endommagement

(a) Simulation EFi-
CoS

(b) Relevé de
fissuration

FIG. 2.10 – Endommagement de la maquette après un séisme d’intensité 0, 5g

On remarque que pour ce type d’application, l’apport de l’endommage-
ment avec retard n’est pas visible (Figure 2.11 b)), néanmoins le processus
converge plus rapidement et que les calculs, du coup se mènent plus facile-
ment.

D’autres applications impliquant des vitesses de déformation plus rapides
comme les effets de souffle ou les impacts ont conduit aux mêmes conclusions.

2.1.4 Conclusions :

L’introduction de la viscosité dans l’évolution de l’endommagement ap-
porte théoriquement une régularisation du problème en dynamique et permet
de reproduire les effets de vitesse observés expérimentalement. Pratiquement,
le modèle comporte quatre paramètres supplémentaires qui peuvent être iden-
tifiés à l’aide de résultats d’expériences de la littérature. L’emploi du modèle
dans ces conditions n’apporte pas de changements visibles dans les résultats,
mais permet d’améliorer les capacités de convergence des problèmes en dy-
namique lente et rapide. L’utilisation de la méthode pour régulariser les pro-
blèmes en statique est possible mais n’est pas à mon avis satisfaisante.
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FIG. 2.11 – Courbes temporelles du déplacement en tête de la maquette.

Le couple modèle unilatéral (ou modèle visco-unilatéral) EFiCoS s’est mon-
tré très performant pour effectuer les calculs de bâtiments soumis à des séismes.
La simulation directe d’un séisme de 10 secondes avec un pas de temps de
l’ordre de 10−4s peut être effectuée en quelques heures sans aucune interven-
tion de l’utilisateur, alors que des modélisations en contraintes planes, ou avec
des éléments de coques ont demandé plusieurs semaines d’attention continue
sans obtenir des résultats aussi proches de la réalité. Certains paramètres ont
énormément d’influence sur les résultats, comme la liaison entre le bâtiment et
le sol (ou la dalle sismique dans notre cas) et l’amortissement.

2.2 Prise en compte des effets hystérétiques :

2.2.1 Introduction :

L’expérience acquise autour du doctorat de Jean François Dubé [15] et du
projet CASSBA, nous a montré l’importance de la modélisation de l’amortisse-
ment et des conditions aux limites.

Les approches classiques basées sur la méthode de Rayleigh ou de décom-
position sur base modale mettent en oeuvre des paramètres qui sont pris la
plupart du temps forfaitairement.

Or on peut constater expérimentalement que des phénomènes hystérétiques
sont observables dans le comportement cyclique du béton, même sous charge-
ment statique.

– La figure 2.12 a) représente une série de cycles stabilisés lors d’un essai
de flexion trois points cyclique sur une poutre en béton armé [32].
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– La figure 2.12 b) représente la courbe contrainte déformation identifiée à
partir d’un essai de compression répété [61].
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FIG. 2.12 – Comportement hystérétique du béton

Ces phénomènes hystérétiques ne semblent pas primordiaux quand il s’agit
de modéliser le comportement statique de structures en béton. Par contre, il
semble évident que lors de chargements dynamiques cycliques - comme ceux
provoqués par des séismes - la dissipation engendrée par les hystérésis va par-
ticiper à l’amortissement.

Un des objectifs de la thèse de Frédéric Ragueneau [60] était de dévelop-
per un modèle de comportement permettant de prendre en compte les phé-
nomènes hystérétiques et d’évaluer leur influence sur le comportement dyna-
mique de structures.

2.2.2 Concepts du modèle :

Les concepts de base de l’endommagement établis par Katchanov [30, 31],
repris puis développés par Jean Lemaître [42, 41], stipulent que pour un vo-
lume élémentaire de matériau, on peut mesurer l’endommagement dans la di-
rection représentée par une normale ~n par le rapport entre l’aire de la surface
initiale de matériau δS et l’aire de la surface des défauts δSDn :

D(~n) =
δSDn

δS

Si on observe au microscope, (Figure 2.14) le développement de la microfis-
suration dans le béton, on se rend compte que :

– La représentation bidimensionnelle de la microfissuration est fortement
réductrice.
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δS

δSDnn

FIG. 2.13 – Endommagement uniaxial suivant Kachanov

– Les bifurcations et les embranchements de microfissures sont particuliè-
rement complexes.

100um

FIG. 2.14 – Microfissuration dans le béton

Lors de l’ouverture ou de la fermeture des microfissures, les lèvres des mi-
crofissures frottent et provoquent une dissipation à laquelle on peut attribuer
les phénomènes hystérétiques observés. Sur cette base, on peut faire la repré-
sentation schématique de la figure 2.15.

Le comportement correpondant est représenté par l’équation suivante :

σ = E (1− D) ε + ED (ε− εs) (2.6)

où εs est une variable homogène à une déformation représentant le glisse-
ment entre lèvres de fissures ou l’ouverture unitaire de fissure (O.U.F.), E est le
module d’Young du matériau vierge, ε est la déformation, σ la contrainte et D
la variable d’endommagement.

On remarque que l’équation 2.6 peut également s’écrire :

σ = Eε− EDεs (2.7)



CHAPITRE 2. MODÈLES POUR CALCULS DYNAMIQUES : 20

E(1−D)

ED

FIG. 2.15 – Représentation phénoménologique

Ce qui peut être présenté par une façon originale de coupler l’endommage-
ment et les déformations anélastiques. L’endommagement est en fait activé ou
désactivé par la variable εs.

2.2.3 Modèle uniaxial :

Le modèle est construit à partir des variables d’état suivantes :

Variables d’état Variables associées
Observable Internes

Déformation ε σ
Endommagement 1 D Y
O.U.F. εs σs
Autres Vk A

TAB. 2.1 – Variables du modèle hystérétique

On se base sur la forme particulière de l’énergie libre de Helmholtz :

ρψ =
1
2

ε (1− D) Eε +
1
2

(ε− εs) ED (ε− εs) + f (Vk)

où ρ est la masse volumique du matériau et ψ l’énergie libre et les Vk sont
des variables internes relatives aux autres phénomènes.

L’énergie consumée par la création de l’endommagement est en partie blo-
quée par les phénomènes de glissement/adhérence entre les lèvres de fissures.

On en déduit les lois d’état :
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σ =
dρψ

dε
= E (1− D) ε + ED (ε− εs)

Y = −dρψ

dD
=

1
2

εE (2ε− εs)

σs = −dρψ

dεs
= ED (ε− εs)

Un exemple de comportement uniaxial est représenté sur la figure 2.16.

E 0

E 0

E 0

σ s

σ

ε

FIG. 2.16 – Principe de comportement uniaxial

L’évolution de l’endommagement peut être calculée classiquement à l’aide
de la variable Y et l’ouverture unitaire de fissure εs à partir d’une évolution ba-
sée sur un écrouissage cinématique calculé à partir d’une fonction seuil déduite
de σs.

2.2.4 Développements du modèle et résultats

Le modèle a été développé en 3D avec un endommagement anisotrope et
les effets unilatéraux ont été étudiés sur une version uniaxiale, il a été implé-
menté dans EFiCoS et utilisé lors du projet CAMUS[59].

Le comportement uniaxial est reporté sur la figure 2.17.
Le modèle dissipe clairement de l’énergie lors de cyclages et l’énergie dis-

sipé varie en fonction de l’intensité de l’endommagement.
Appliqué aux calculs sismiques, le modèle peut être utilisé sans amortis-

sement et permet d’obtenir des résultats comparables à ceux obtenus avec un
modèle sans hystérésis avec un amortissement structurel de 2%.

L’énergie fournie au système par le séisme se transforme en :
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(a) Traction (b) Compression

FIG. 2.17 – Comportement uniaxial
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FIG. 2.18 – Évolution de l’énergie dissipée en fonction de l’endommagement.
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– Énergie cinétique
– Énergie dissipée par le matériau par création d’endommagement ou de

plasticité et par frottement.
– Énergie dissipée en amortissement.

Les balances énergétiques (Figure 2.19 a) pour le modèle unilatéral avec un
amortissement structurel de 2% montrent que l’énergie habituellement dissi-
pée par l’amortissement structurel est supérieure à celle dissipée par le modèle.

L’utilisation du modèle avec hystérésis permet d’éliminer l’amortissement
forfaitaire, et l’énergie dissipée par le matériau prend en charge la partie initia-
lement allouée à l’amortissement (Figure 2.19 b).

(a) Modèle unilatéral avec amortissement (b) Modèle avec effet de vitesse

FIG. 2.19 – Balance énergétique

2.2.5 Conclusions :

De nombreux efforts ont déjà été effectués pour représenter correctement le
comportement des matériaux. Lors de calculs sismiques avec un modèle de
comportement classique, il est nécessaire d’utiliser un amortissement struc-
turel, faute de quoi les résultats risquent de ne pas représenter correctement
la réalité. Dans la philosophie d’un calcul prédictif, les valeurs utilisées pour
l’amortissement structurel ne peuvent être que forfaitaires. Finalement, mal-
gré tous les efforts effectués dans la modélisation, les résultats dépendent lar-
gement de valeurs forfaitaires et du coup perdent une grande partie de leur
pouvoir prédictif.

Le modèle développé permet de prendre en compte les phénomènes hysté-
rétiques crées par le frottement entre les lèvres des microfissures. Lors de cal-
culs dynamiques, l’énergie dissipé par le modèle participe à l’amortissement
structurel et peut même aller jusqu’à le remplacer. Même si je pense que l’on
ne puisse pas attribuer l’ensemble de l’amortissement aux phénomènes hysté-
rétiques dans le matériau, l’approche proposée permet de lever a moins une
partie du voile sur l’amortissement.
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L’idée du modèle telle qu’elle est exposée dans le modèle uniaxial est ori-
ginale, et pose de nouveaux jalons dans les possibilités de couplage entre l’en-
dommagement et la plasticité. L’application que nous en avons faite à l’époque
pour le développement du modèle tridimensionnel est trop complexe et ne
permet pas d’aller jusqu’au bout de l’idée.

Quelques indications sur un développement possible de cette idée sont
données dans le chapitre 5:Nouvelle-modelisation- : page 63.



Chapitre 3

Modélisation de l’anisotropie
induite.

3.1 Introduction :

La dégradation du béton sous chargement mécanique est un phénomène
complexe, l’effet de la microfissuration puis la macrofissuration peut être mo-
délisé par de l’endommagement accompagné de déformations anélastiques.
En fonction des sollicitations, la fissuration prendra une orientation privilégiée
qui va créer de toute évidence de l’anisotropie1.

Les travaux auxquels j’ai participé au travers de l’encadrement de doctorats
sont ceux de Stéphanie Fichant [19] auquel je fais référence dans ce chapitre et
de Frédéric Ragueneau [58] avec lequel nous avons utilisé une méthode beau-
coup plus classique et, à mon avis, trop complexe et pas suffisamment robuste.

Si les chargements sur la structure étudiée sont proportionnels, et si le com-
portement de la structure est relativement simple, on peut espérer que l’aniso-
tropie ainsi créée n’aie que peu d’effets. Dans le cas de structures réelles, les
charges sont souvent combinées et dans l’optique de calculs prédictifs, on doit
prévoir toutes les possibilités de chargements. Il semble donc indispensable de
se poser la question de la modélisation de l’anisotropie.

Comme on peut le constater de façon expérimentale [7], l’échelle d’obser-
vation joue un rôle fondamental dans la description de l’anisotropie. Suivant
l’échelle à laquelle on regarde le phénomène, on peut considérer que cette ani-
sotropie doit être modélisée au niveau du comportement du matériau, ou que
c’est un effet structurel.

Observons par exemple un élément de matière Ω représenté par un carré
de côté L (Figure 3.1a), traversé par une zone de fissuration modélisée par une

1Et comme le disait justement mon grand père, agriculteur à La Toulzanie (46) en regardant un
poteau de son hangar qui avait une fente qui le traversait de bas en haut : « tout ce qui est fendu n’est
pas défendu »

25



CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE L’ANISOTROPIE INDUITE. 26

répartition d’endommagement correspondant à une longueur caractéristique
Lc [37, 6].

Nous nous proposons d’observer Ω à une échelle, appelée ici échelle du
matériau, inférieure à Lc en utilisant un maillage de densité Lc

10 ; puis à l’échelle
de Ω, appelée échelle de la structure, mesurée par L = 5Lc dans l’exemple
proposé.

Nous utilisons pour le matériau un modèle de comportement élastique en-
dommageable isotrope.

On peut donner une mesure de l’anisotropie de Ω en évaluant la variation
de raideur normale dans la direction −→n en fonction de son orientation par rap-
port à la direction de la fissuration.

Ω est sollicité sur sa frontière par une densité d’effort compatible avec un

champ de contraintes normales uniaxial
−−−−→
T

(−→n )
= σn

−→n . De façon à rester ci-
nématiquement compatible avec l’échelle d’observation structurelle, les arêtes
de Ω sont astreintes à rester rectilignes (mais déformables). La figure 3.1 b re-
présente la variation de raideur normale en fonction de l’orientation de la sol-
licitation par rapport à celle de la fissuration et permet bien de mettre en évi-
dence l’anisotropie structurelle créée par une bande d’endommagement, même
si celui-ci est isotrope.

La question posée autour du doctorat de Stéphanie Fichant est de savoir s’il
est nécessaire de modéliser l’anisotropie induite par l’endommagement au ni-
veau du matériau ou si l’arrangement structurel de l’endommagement isotrope
est suffisant pour représenter correctement les effets de l’anisotropie induite.

Nous avons donc développé une famille de modèles d’endommagement
possédant le mêmes ingrédients mais déclinée en un modèle d’endommage-
ment isotrope et un modèle orthotrope. Dans les deux cas, le couplage est réa-
lisé avec la plasticité et les effets unilatéraux sont pris en compte.

3.2 Présentation de la famille de modèles :

De nombreuses difficultés peuvent apparaître lors du développement d’un
modèle d’endommagement anisotrope prenant en compte les effets unilaté-
raux et couplé avec la plasticité. Même développé en dehors du cadre de la
thermodynamique des processus irréversibles, le modèle doit être en accord
avec ses principes, et en particulier, le tenseur d’élasticité doit respecter les sy-
métries du premier et second ordre. Un certain nombre de méthodes existent
pour que ces exigences soient satisfaites, mais elles sont particulièrement contrai-
gnantes et rendent l’écriture du modèle très lourde.

Nous avons choisi, dans un premier temps de développer un modèle basé
sur des considérations physiques et mécaniques sans nous soucier de sa vali-
dité thermodynamique ; puis en nous inspirant des méthodes utilisées pour les
modèles microplans [4], de calculer le tenseur d’élasticité, choisi dans un en-
semble d’opérateurs thermodynamiquement valides, qui s’en approche le plus
au sens énergétique.
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FIG. 3.1 – Mise en évidence de l’anisotropie structurelle
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3.2.1 Couplage avec la plasticité :

Les déformations plastiques sont calculées comme pour un modèle de plas-
ticité classique en utilisant les contraintes effectives σ̃ pour calculer la fonction
seuil [29, 40].

σ̃ij = C0
ijkl

(
εij − ε

p
ij

)
On peut de cette manière utiliser un modèle de plasticité classique sans se

soucier de l’endommagement. Nous avons choisi l’écoulement de Nadai [51,
48] inspiré du critère de Drucker-Prager. Cette fonction d’écoulement permet
d’approximer de manière suffisamment précise les réponses du matériau en
traction et compression uniaxiale. Le critère de Nadai est la combinaison de
deux fonctions de Drucker-Prager F1 et F2 ayant la même forme :

Fi =

√
2
3

J′2 + Ai
I ′1
3
− Biw

où J′2 et I ′1 sont respectivement le second invariant du déviateur des contraintes
effectives et le premier invariant des contraintes effectives. w est la variable
d’écrouissage et (Ai, Bi, i = 1, 2) sont quatre paramètres qui sont initialement
définis, de façon à assurer la continuité entre F1et F2, à partir du rapport entre
la résistance en traction et la résistance en compression γ et du rapport entre la
résistance en compression biaxiale et la résistance en compression uniaxiale β.

A1 =
√

2
1− γ

1 + γ
, A2 =

√
2

β− 1
2β− 1

, B1 = 2
√

2
γ

1 + γ
, B2 =

√
2

β

2β− 1

Et la surface obtenue peut être représentée dans l’espace des contraintes
principales (Figure 3.2)

Comme l’endommagement peut affecter la réponse du matériau en régime
durcissant, les significations des rapports γ et β sont légèrement changées. Par
exemple en compression, l’endommagement devrait déjà se développer quand
la contrainte maximale est atteinte et donc modifier sa valeur. Dans le modèle
développé, les deux rapports sont tenus constants : β = 1, 16 et γ = 0, 4.

L’évolution de la déformation plastique est associée à ces surfaces. La loi
d’écrouissage est donnée par :

w = qp1/2 + w0 (3.1)

où q est le paramètre du modèle, w0 représente le domaine initial réversible
dans l’espace des contraintes, p est la contrainte effective plastique.

L’endommagement sera calculé dans un second temps en utilisant les dé-
formations élastiques pour évaluer la fonction seuil d’endommagement.

Cette méthode offre l’avantage de la facilité, mais on verra plus tard que
l’endommagement et la plasticité n’étant pas directement liés peuvent devenir
concurrents dans certains cas.
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2

σ

σ

σ 1

3

FIG. 3.2 – Surface seuil de plasticité

3.2.2 Cinématiques :

Soit d
(−→n )

, l’endommagement scalaire intervenant sur un vecteur contrainte
calculé sur une facette orientée par le vecteur −→n :

σijnj =
(
1− d

(−→n ))
σ̃ijnj , j = 1..3

Le modèle est développé autour de 2 cinématiques :
-Cinématique d’ordre 0 pour un endommagement isotrope, représenté par

une variable scalaire d
(−→n )

= D.
-Cinématique d’ordre 1 pour un endommagement anisotrope représenté

par un tenseur d’ordre 2.

1− d
(−→n )

=
∥∥~ω

(−→n )∥∥ avec ~ω
(−→n )

= (Id − D)−→n

ou en notation indicielle :

1− d
(−→n )

=
√[(

δij − Dij
)

ni
] [(

δij − Dij
)

ni
]

Le vecteur ~ω
(−→n )

de norme 1 − d
(−→n )

décrit l’ellipsoïde ayant pour axes
les vecteurs propres de (Id − D) et pour rayons les valeurs propres de (Id − D)
(Figure 3.3). Cette hypothèse sur l’évolution de l’endommagement en fonction
de la normale est légèrement différente de l’hypothèse faite par Ladevèze [38]
qui basait également la cinématique sur une ellipsoïde, mais avec la relation
suivante :

1
1−d(−→n ) = −→n (Id − D)−1 −→n .

On peut comparer les deux approches aux résultats obtenus lors du cal-
cul fait en introduction (Figure 3.1), en prenant bien soin de signaler que les
résultats du calcul se sont pas forcément la bonne représentation de la réalité.
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FIG. 3.3 – Représentation de la surface d’endommagement
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FIG. 3.4 – Comparaison des représentations de l’endommagement anisotrope
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Plaçons nous dans la base propre commune à D et (Id − D) : D

 D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

.

Pour une normale −→n

 cos θ sin ϕ
sin θ sin ϕ

cos ϕ

, l’endommagement est

d
(−→n )

= 1− 1√
cos2 θ sin2 ϕ

(1−D1)2 + sin2 θ sin2 ϕ

(1−D2)2 + cos2 ϕ

(1−D3)2

(3.2)

3.3 Évolution de l’endommagement :

On reprend l’idée que l’endommagement est crée par les extensions [44]
et on supposera que l’endommagement s’identifie à l’effet mécanique de l’en-
dommagement pour un chargement de traction.

Pour le modèle isotrope : On reprend la déformation équivalente calculée à
partir des déformations élastiques εe :

ε̃ =
√〈

εe
1
〉2
+ +

〈
εe

2
〉2
+ +

〈
εe

3
〉2
+

Par contre nous utilisons pour la fonction d’écrouissage, une loi d’évolution
qui permettra ultérieurement l’utilisation de l’énergie de fissuration pour iden-
tifier les paramètres de la loi. Cette loi d’évolution est inspirée de celle utilisé
par Feenstra pour un modèle du type rotating crack [18] :

D = 1− εd0
ε̃

exp (Bt(εd0 − ε̃)) , Ḋ > 0 (3.3)

Cette loi d’évolution peut d’ailleurs être avantageusement utilisée avec le
modèle de Mazars.

Le paramètre Bt peut être calculé en fonction de l’énergie de fissuration G f

et de la taille de l’élément h [49]par l’équation suivante : Bt = h ft
G f

où ft est la
contrainte de rupture du matériau en traction.

Pour le modèle orthotrope : Les extensions dans la direction−→n sont mesurés
par :

ε̃ (~n) = niε
e
ijnj

Si on calcule d
(−→n )

par l’équation 3.3, on n’est plus assuré que l’application
d

(−→n )
soit linéaire en −→n et du coup, l’endommagement ne pourrait plus être

représenté par un tenseur.
On souhaite que l’endommagement puisse évoluer autant en intensité qu’en

direction, mais la rotation de la base propre du tenseur d’endommagement doit
être contrôlée de façon à ce que l’énergie dissipé reste positive.
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Le respect du second principe de la thermodynamique sera assuré si :

ḋ (~n) ≥ 0 ∀~n

Partons d’un état d’endommagement D connu, on suppose que l’incrément
d’endommagement possède les mêmes directions principales que l’incrément
de déformations élastiques. Soit B

(
~V1, ~V2, ~V3

)
la base des vecteurs propres de

l’incrément de déformation et
(

Dij
)

la décomposition de D dans cette base.

Les valeurs de l’endommagement pour chaque vecteur propre sont d
(
~Vi

)
=

Dii (pas de somme). On peut alors appliquer la relation de l’équation 3.3 pour
chaque direction ~Vi :

si εe
ii > εd0 alors Dii = 1− εd0

εe
ii

exp (Bt(εd0 − εe
ii)) , Ḋii > 0 (3.4)

Seuls les éléments de la diagonale de D écrite dans la base des vecteurs
propres de l’incrément de déformations élastiques peuvent évoluer. 2

On peut représenter les surfaces seuil d’endommagement et de plasticité
dans l’espace des contraintes principales (Figure 3.5)

3.4 Activation de l’endommagement et effet de l’en-
dommagement en compression :

Lors de la modélisation de l’endommagement isotrope, Jacky Mazars [44]
a utilisé une seule variable d’endommagement représentant des effets méca-
niques de l’endommagement identiques lors de chargements de traction ou de
compression. Par contre l’évolution de l’endommagement est par contre diffé-
rentié suivant le signe de la sollicitation.

Pour modéliser les effets unilatéraux [32] avec des variables scalaires, il a
fallu utiliser deux variables internes pour prendre en compte de façon diffé-
rentiée les endommagements en traction et compression.

A partir du moment où l’endommagement est représenté par une variable
tensorielle, il semble inutile d’utiliser deux variables.

Le processus d’activation de l’endommagement pour un chargement dans
la direction normale au plan de fissuration est identique à celui de l’endomma-
gement unilatéral isotrope (Figure 3.6 a).

Lorsque le chargement se situe dans le plan de fissuration, le processus
d’activation se trouve inversé (Figure 3.6 b)

L’effet de l’endommagement sur la compression est donc couplé avec l’effet
de l’endommagement sur la traction.

Lors d’un essai de compression dans la direction notée ~X1, les extensions
transversales εe

2 et εe
3 génèrent de l’endommagement d(~X2) et d(~X3) qui se tra-

duit par un réseau de microfissures approximativement situées dans des plans
2Ce processus est mal justifié dans la thèse de Stéphanie Fichant, ainsi que dans la plupart des

publications se rapportant au modèle, mais la programmation du modèle a toujours été correcte.
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σ 3

σ2

σ 1

FIG. 3.5 – Surfaces seuil d’endommagement et de plasticité
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FIG. 3.6 – Activation de l’endommagement pour un chargement normal au
plan de fissuration
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passant par l’axe de l’éprouvette (Figure 3.7). A partir de résultats d’essais de
compression alternée, pour lequel une mesure des déformations transversales
a été réalisée [61]. On peut mesurer pour chaque décharge, la déformation élas-
tique transversale εe

2 = εe
3. Si on suppose connue, l’évolution de l’endommage-

ment en fonction des extensions (relation 3.4), on peut en déduire la valeur des
endommagements d(~X2) et d(~X3). D’autre part on peut accéder à la valeur de
l’effet de cet endommagement sur la compression Dc.

E (1−D )0 εe
2c

X

X

X

1

2

3

FIG. 3.7 – expérience de compression d’après [61]

Si on trace l’évolution de Dc en fonction de d(~X2) = d(~X3), on peut identi-
fier une fonction puissance : Dc = d(~X2)β

L’effet de l’endommagement sur le comportement en compression dans la
direction ~X1

dc = d(~X2)β =
(

d(X2)+d(X2)
2

)β
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FIG. 3.8 – Identification de l’influence de l’endommagement en compression.

Si on écrit D

 D1 0 0
0 D2 0
0 0 D3

 dans sa base principale, on peut représen-

ter l’effet de l’endommagement sur le comportement en compression par le
tenseur

Dc


(

D2+D3
2

)β
0 0

0
(

D3+D1
2

)β
0

0 0
(

D1+D2
2

)β


dans la même base.

Pour le modèle isotrope, on utilisera directement : Dc = Dβ

La relation de comportement donne finalement :

σijnj =
(
1− d

(−→n ))
σ̃+

ij nj +
(
1− dc

(−→n ))
σ̃−ij nj (3.5)

où σ̃+et σ̃−sont les décompositions du tenseur des contraintes effectives en
parties positives et négatives dans sa base propre [38]. Cette relation n’est de
toute évidence pas compatible avec les hypothèses classiques de la mécanique
des milieux continus.

3.5 Calcul de l’opérateur élastique :

Nous allons calculer la relation d’élasticité qui s’approche le plus de la re-
lation 3.5 au sens énergétique par une formulation variationnelle :

Soit Ω le domaine défini par l’ensemble des vecteurs unitaires ~n :
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L’énergie élastique virtuelle obtenue pour le tenseur des contraintes recher-
ché et un domaine défini par l’ensemble des vecteurs unitaires est égale à
l’énergie virtuelle obtenue sur le même domaine pour la contrainte définie par
la relation 3.5 ; ceci pour tout champ de déformation virtuel cinématiquement
admissible.

σijε
∗
ij

∫
Ω

dΩ =
∫

Ω

[(
1− d

(−→n ))
σ̃+

ij nj

]
ε∗ijnj +

[(
1− dc

(−→n ))
σ̃−ij nj

]
ε∗ijnj ∀ε∗tq ε∗ij = ε∗ji

En introduisant l’expression 3.2, on trouve :


σ11
σ22
σ33
σ12
σ13
σ23

 =



I0320 0 0 0 0 0
0 I0302 0 0 0 0
0 0 I2100 0 0 0
0 0 0 I0300

2 0 0
0 0 0 0 I0120+I2102

2 0
0 0 0 0 0 I0102+I2120

2




σ̃+

11
σ̃+

22
σ̃+

33
σ̃+

12
σ̃+

13
σ̃+

23



+



J0320 0 0 0 0 0
0 J0302 0 0 0 0
0 0 J2100 0 0 0
0 0 0 J0300

2 0 0
0 0 0 0 J0120+J2102

2 0
0 0 0 0 0 J0102+J2120

2




σ̃−11
σ̃−22
σ̃−33
σ̃−12
σ̃−13
σ̃−23


avec

Iijkl =
3
π

∫ π
2

0

∫ π

0

cosi θ sinj θ cosk ϕ sinl ϕ√
sin2 θ{ sin2 ϕ

(1−D1)2 + cos2 ϕ
(1−D2)2 }+ cos2 θ

(1−D3)2

dϕdθ (3.6)

et

Jijkl =
3
π

∫ π
2

0

∫ π

0

cosi θ sinj θ cosk ϕ sinl ϕ√
sin2 θ{ sin2 ϕ

(1−Dc1)2 + cos2 ϕ
(1−Dc2)2 }+ cos2 θ

(1−Dc3)2

dϕdθ (3.7)

La symétrie imposée sur le tenseur ε∗ impose la symétrie du tenseur des
contraintes σ, ce qui nous permet de trouver un opérateur élastique C qui vé-
rifie les symétries mineures Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk. La symétrie majeure
Cijkl = Cklijdécoule de la symétrie des relations entre σ et σ̃+et σ̃− puis des re-
lations démontrées par Ladevèze [38] pour l’introduction de l’effet unilatéral.
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3.6 Implémentation numérique :

Un inconvénient majeur de ce modèle est son coût qui le rend quasiment
inutilisable sur des ordinateurs courants pour des calculs 3D. Ce coût est prin-
cipalement dû au temps nécessaire pour calculer les intégrales de surface Iijkl
et Jijkl sur une demi sphère à chaque point de Gauss.

Ces intégrales n’ayant pas de solutions analytiques connues, il est néces-
saire de les calculer numériquement en utilisant par exemple une méthode de
Simpson. On se propose par la suite, d’approximer les intégrales par des poly-
nômes.

3.6.1 Étude des intégrales

Les intégrales sont des fonctions de trois variables D1, D2 et D3, si on les
étudie en fonction des variables x1 = 1− D1, x2 = 1− D2 et x3 = 1− D3, on
remarque que :

Iijkl(0, x2, x3) = 0 (3.8)
Iijkl(x1, 0, x3) = 0 (3.9)
Iijkl(x1, x2, 0) = 0 (3.10)

Iijkl(1, 1, 1) = 1 (3.11)

Les intégrales sont premièrement évaluées par la méthode de Simpson pre-
nant 80x80 points d’intégration pour des valeurs des abscisses xi variant de 0
à 1 par pas de 0.05 (soit 9262 points par intégrale). On peut par exemple repré-
senter (figure 3.9) I0302 en fonction de x1 et x2 pour des valeurs de x3 constantes.

Ces fonctions sont monotones croissantes dans l’intervalle d’étude et semblent
suffisamment régulières pour être interpolées par des polynômes.

3.6.2 Interpolation de intégrales.

Méthode d’interpolation. Parmis différents essais de polynômes (algébriques,
Fourrier, sinusoïdaux), les polynômes sinusoïdaux sont ceux qui convergent le
plus rapidement.

Pn(x1, x2, x3) = ∑
0≤i+j+k≤n

aijklsini
(πx1

2

)
sinj

(πx2

2

)
sink

(πx3

2

)
Deux conditions sur les valeurs de Pn, correspondant aux équations 3.8 à 3.10,
permettent de calculer les valeurs des coefficients des deux premiers monômes.
Les autres coefficients sont obtenus par une méthode des moindres carrés.

L’utilisation de polynômes d’ordre 8 permet d’obtenir un coefficient de cor-
rélation proche de 1 à la précision de la machine près.



CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE L’ANISOTROPIE INDUITE. 39

x3=0.25

0

0.5

1 0

0.5

1

0

0.5

1

x1

x2

I0320

x3=0.5
x3=0.75

x3=1.

FIG. 3.9 – évolution de I0320 en fonction de x1 et x2

Stabilité de la solution Étant donné le degré relativement élevé des poly-
nômes et les valeurs grandes des coefficients par rapport à 1 , on peut s’at-
tendre à une oscillation de la fonction interpolée autour des points d’interpola-
tion. Une représentation graphique des fonctions interpolées discrétisées avec
un pas cinq fois plus petit que le pas d’interpolation nous permet de nous as-
surer du caractère non oscillant de la solution. La figure 3.10 représente par
exemple la fonction I0320(0.5, x2, x3).

3.6.2.1 Conclusion

L’implémentation numérique du modèle d’endommagement anisotrope par
une méthode de régression permet d’utiliser le modèle pour des calculs bidi-
mensionnels et tridimensionnels utilisant un grand nombre de degrés de liber-
tés sans être pénalisé par la complexité du modèle.

Les temps de calculs sont entièrement comparables à ceux obtenus avec un
modèle isotrope.

Les écarts par rapport à la solution de référence sont insignifiants.

3.6.3 Paramètres du modèle :

Le modèle comporte donc en plus des paramètres élastiques E et ν, deux
paramètres d’écrouissage pour la plasticité, le seuil initial w0 et le module
d’écrouissage q, trois paramètres pour l’endommagement : le seuil en défor-
mation εd0, le paramètre d’écrouissage Bt et le coefficient de couplage avec la
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I0320(0.5,x2,x3)
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FIG. 3.10 – Interpolation de I0320 en fonction de x2 et x3 pour x1 = 0.5

compression β. Ces paramètres s’identifient facilement à partir du comporte-
ment désiré en traction et compression.

3.7 Applications :

3.7.1 Comportement uniaxial :

On soumet un élément de volume à un chargement uniaxial cyclique, les
effets attendus tels que l’endommagement en traction et compression, l’effet
unilatéral.

Les paramètres utilisés pour ce calcul sont :
εd0 = 1 10−4

α = 49
q = 850MPa
w0 = 9.5MPa
Bt = 25000
On constate que le résultat correspond à ce que nous recherchions, et en

particulier, les évolutions des déformations transversales et volumiques sont
plus conformes à la réalité que celles obtenues pour des modèles isotropes.
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3.7.2 Influence de l’anisotropie matérielle sur l’anisotropie struc-
turelle :

On peut maintenant reprendre l’exemple de l’introduction et comparer l’évo-
lution des raideurs en fonction de l’angle entre l’axe de la sollicitation et le plan
d’endommagement. Pour le modèle anisotrope, seul l’endommagement Dyy
est distribué, les autres composantes du tenseurs étant nulles.

 0.4

 0.3

 0.2

 0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 1  0.8  0.6  0.4  0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

isotrope
anisotrope

FIG. 3.12 – Apport de l’anisotropie matérielle sur l’anisotropie structurelle

On constate (Figure 3.12) que le modèle anisotrope donne des résultats glo-
balement plus raides, mais que l’évolution des raideurs en fonction de l’angle
de la sollicitation semble identique. Plus précisément, on peut calculer la moyenne
des raideurs et l’écart type par rapport à la moyenne pour chacun des cas. La
part de l’anisotropie matérielle sur l’anisotropie structurelle, dans le cas consi-
déré est donc inférieure à 9%, alors que son influence sur la raideur est proche
de 20%.

3.7.3 Calculs de structures :

Le modèle a été testé avec satisfaction sur différentes structures classiques
comme des poutres en béton armé ou non armé en 2D ou en 3D [20, 9]. Je
vais simplement présenter une série de calculs qui montrent les forces et les
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Isotrope Anisotrope Différence
Moyenne 0,392 0,490 19,9%
Écart type 0,190 0,209 8,9%

TAB. 3.1 – Évolution des raideurs pour les modèles isotrope et anisotrope

faiblesses du modèle. Il s’agit de calculs effectués lors d’un benchmark piloté
par EDF, autour des essais réalisés par Nooru-Mohamed [53], il ont étés me-
nés dans une philosophie correspondant à une démarche prédictive. Les pa-
ramètres du modèle ont été identifiés à partir des caractéristiques matérielles
disponibles et aucune modification n’a été réalisée afin de coller au mieux aux
expériences. A noter que nous avons également vérifié que dans un cas de trac-
tion, la maîtrise de l’énergie de fissuration par l’équation 3.3 permettait d’ob-
tenir un résultat objectif par rapport à la taille des mailles.

Le corps d’épreuve, réalisé en béton contenant des granulats d’un dimen-
sion maximale de 16mm est une plaque carrée de 50mm d’épaisseur de 200
mm de côté entaillée sur deux côté opposés (Figure 3.13. Les actions P et Ps
sont exercés par l’intermédiaire de cadres supposés infiniment rigides par rap-
port au spécimen.
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FIG. 3.13 – Corps d’épreuve essais de fissuration mixte

Nous avons effectué les calculs pour différents trajets de chargement :
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Trajet 1 : Cisaillement à effort normal nul.
Le spécimen est d’abord sollicité en tension jusqu’à une ouverture de fissure

désirée, puis la charge P est imposée nulle et un déplacement de cisaillement
est imposé.

Trajet 2 : Cisaillement à effort de compression constant.
Ce cas est identique au précédent sauf qu’une charge P = −1kN est impo-

sée pendant le chargement de cisaillement.

Trajet 3 : Traction sous effort de cisaillement constant.
Un effort de cisaillement Ps = 5kN est imposé, puis l’éprouvette est chargée

en traction.

Trajet 4 : Traction sous effort de cisaillement maximal.
Un effort de cisaillement Ps correspondant à la charge maximale que peut

supporter le spécimen est imposé, puis l’éprouvette est chargée en traction.

(a) Expérience
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(b) Calcul

FIG. 3.14 – Comparaison des faciès de rupture trajet 1

La comparaison des faciès de rupture expérimentaux avec les résultats de
calculs montrent que le modèle est capable de reproduire les modes de ruine
lité pour des cas de chargements variés. La comparaison des courbes globales
obtenues montre que d’une façon générale la charge de rupture est correcte-
ment obtenue, mais la phase post-pic sous estime l’énergie dissipée durant le
processus de ruine.

D’autre part, les calculs menés avec les versions isotrope et anisotrope du
modèle ont présenté des résultats pratiquement identiques.
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(a) Expérience
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FIG. 3.15 – Comparaison des faciès de rupture trajet 2

(a) Expérience
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FIG. 3.16 – Comparaison des faciès de rupture trajet 3
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(a) Expérience
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FIG. 3.17 – Comparaison des faciès de rupture trajet 4

3.8 Conclusions :

Le modèle développé a été sûrement le premier modèle d’endommagement
unilatéral anisotrope couplé à l’endommagement pour le béton qui aie été suf-
fisamment stable pour être implémenté dans un code de calculs aux éléments
finis.

Les calculs effectués ne nous ont pas permis de discriminer les approches
isotrope et anisotrope. Dans les cas que nous avons abordés, l’anisotropie struc-
turelle a été suffisante pour représenter correctement le comportement à l’échelle
de la structure. Par contre, l’anisotropie des déformations anélastiques (ou plas-
tiques) est essentielles, ne serait-ce que pour représenter correctement un essai
de compression.

Contrairement à certains a priori, l’introduction de l’anisotropie ne rend pas
le modèle plus complexe à utiliser ni à identifier, et finalement le dépouillement
des résultats peut être plus aisé qu’avec le modèle isotrope.

Le choix de la facilité pour le couplage entre l’endommagement et la plasti-
cité pose finalement des problèmes car dans certains cas, les deux phénomènes
se trouvent concurrents et par exemple, le développement de déformations
plastiques importantes diminue indirectement les déformations élastiques et
peut empêcher le développement de l’endommagement. D’autre part, l’éner-
gie de fissuration G f n’est couplée qu’avec l’endommagement et est du coup
mal maîtrisée lors de l’apparition de plasticité.



Chapitre 4

Écoulements dans les fissures.

4.1 Introduction :

Les structures du génie civil sont conçues pour résister mécaniquement aux
sollicitations qui leur sont exercées, mais ont dans certains cas un rôle de bar-
rière : Elles doivent empêcher les échanges entre plusieurs milieux.

C’est le cas des barrages, des enceintes de confinement, des structures per-
mettant le stockage de déchets, mais aussi d’autres structures plus courantes.

L’étude effectuée part de la constatations d’un manque de prédictivité dans
les méthodes employées pour quantifier les écoulements de fluides ou de gaz
au travers de structures fissurées.

Des outils de simulation existent pour prédire l’état d’endommagement
ou de fissuration de structures sollicitées mécaniquement, d’autres outils per-
mettent de calculer les écoulements de fluides ou de gaz dans des canaux
dont on connaît la géométrie [54], mais les calculs d’écoulements dans les mi-
lieux fissurés utilisent des modélisations extrêmement simplifiées basées sur
un écoulement de Poiseuille pondéré par un coefficient de débit ξ représentant
la tortuosité de la fissure. De nombreux essais permettent de déterminer la va-
leur de ce coefficient de tortuosité dans des situations différentes [50, 63, 64, et
autres].

Les conditions d’écoulement étant très variables en fonction des paramètres
de pression, d’ouverture de fissure, de tortuosité et de caractéristiques du fluide
considéré ; les résultats des modèles développés sont rarement extrapolables
en dehors des conditions pour lesquelles ils ont été établis.

Nous proposons d’utiliser le même niveau de sophistication pour les cal-
culs d’écoulement que pour les calculs mécaniques non linéaires, ce qui im-
pose de discrétiser les équations de Navier Stokes et d’avoir une connaissance
suffisante de la géométrie dans laquelle s’effectue l’écoulement.

La position et l’ouverture des fissures est déterminée à parti de calculs
mécaniques non linéaires, à partir de ces résultats et de données sur la mi-
crostructure du matériau, on génère un profil de fissuration compatible avec

47



CHAPITRE 4. ÉCOULEMENTS DANS LES FISSURES. 48

l’échelle de l’écoulement. Ce profil de fissuration est ensuite utilisé pour cal-
culer l’écoulement au travers des fissures considérée. Une des originalités de
cette approche multi-échelle est que le passage ne se fait pas du “micro” vers
le “macro” mais du “macro” vers le “micro”.

L’étude s’est appuyée sur l’expérience CESA pilotée par EDF SEPTEN [25],
cofinancé par la communauté Européenne et a été le sujet de doctorat de Ho-
cine Boussa [8].

4.2 Détermination des profils de fissuration.

4.2.1 Échelle de la mécanique du solide.

Il s’agit de l’échelle à laquelle on peut considérer que les propriétés méca-
niques du matériau sont homogènes, pour un béton armé la dimension d’un
Volume Élémentaire Représentatif est de l’ordre de 3 fois la taille du plus gros
granulat. Comme on se place délibérément à cette échelle pour faire les calculs
de structure, les échelles inférieures ne sont pas représentées.

Lors du calcul de structure, on aura pris le soin d’utiliser une méthode de
régularisation pour représenter les phénomènes de localisation. Quelque soit
la méthode utilisée, on pourra l’utiliser pour évaluer la position et l’ouverture
de fissure à partir d’un champ de variable internes, et de contraintes.

Dans le cas de l’adoption de la méthode de Hillerbog [28, 27], on fait l’hypo-
thèse de la formation d’une seule macrofissure dans un élément fini, et on peut
déterminer son ouverture et sa position dans l’élément de la manière suivante :

– On calcule les déformations inélastiques εin à partir des déformations ε,
de la contrainte σ et du tenseur de souplesse élastique Se :

εin
ij = εij − Se

ijklσkl

– Pour une direction orientée par le vecteur −→n on peut calculer l’ouverture
δn dans chaque élément fini Ωe :

δn =
∫

Ωe

εin
ij ninjdxn

– La position Xc de la fissure dans l’élément fini suivant l’abscisse xn est
calculée comme un centre de pression :

Mn =
∫

Ωe

xnεin
ij ninjdxn Xc =

Mn

δn

Le calcul de la position dans l’élément est nécessaire pour avoir un réseau de
fissures continues entre deux éléments adjacents.

L’ouverture de fissure dépend naturellement des valeurs des variables in-
ternes (endommagement et déformations plastiques) mais aussi de l’état de
sollicitation, et la méthode est capable de détecter si une fissure existante est
ouverte ou fermée. Un exemple de calcul relatif au benchmark organisé autour
de MAEVA est représenté sur la figure 4.1.
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Fissure 

Endommagement

FIG. 4.1 – Ouverture de fissure
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4.2.2 Échelle de l’écoulement :

4.2.2.1 Échelle pertinente :

La structure de la fissure est complexe et peut être considérée comme frac-
tale [43, 12, 2], nous ne nous attacherons qu’à la partie de la géométrie que nous
considérons comme pertinente au niveau de l’écoulement dans les fissures. Les
fissures susceptibles d’être traversés par des écoulements ont des ouvertures
supérieures à 0, 1mm et les géométries “pertinentes” ont des dimensions supé-
rieures au dixième de l’ouverture de fissure soit 0, 01mm. Les anfractuosités de
dimension inférieures à cette limite pourront être considérées dans la couche
limite de l’écoulement.

4.2.2.2 Modèle géométrique bidimensionnel :

Si on observe une fissure dans le béton au microscope, on peut constater que
la géométrie peut être modélisée par une succession de segments de droites de
longueurs liet d’orientations αipar rapport à la ligne moyenne de fissuration
différentes.

On supposera que les deux lèvres de fissure ont la même géométrie et que
pour des raisons mécaniques les angles αisont tous inférieurs à π

2 .

l i

α i

FIG. 4.2 – Modèle géométrique de fissure(Photo d’après [10])

4.2.2.3 Étude expérimentale :

Cette étude a été menée par Claire Lawrence au LMDC de Toulouse avec
l’appui de Erick Ringot, elle a permis de dégager les éléments essentiels per-
mettant de caractériser un profil de fissuration à l’échelle “pertinente” que
nous avons définie. Nous avons choisi de faire varier un certain nombre de
paramètres susceptibles d’influencer la géométrie des fissures à cette échelle :

– La résistance caractéristique du béton avec trois formulations basées sur
des granulométries identiques :
Un béton ordinaire B30.
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Un béton à hautes performantes B60
Un béton à très hautes performances B80.

– Le gradient de contraintes lors de la création de la fissuration avec des
essais en flexion 3 points et en flexion 4 points.

Par contre de façon à limiter l’ampleur de l’étude expérimentale, nous n’avons
pas testé différentes distributions granulométriques dont l’influence sur le pro-
fil de fissuration parait évidente.

Quatre essais en flexion 3 points et un en flexion 4 points ont étés réalisés
sur des éprouvettes 10× 10× 50 cm3 pour chaque formulation. Chaque partie
d’éprouvette rompue est ensuite contre-moulée avec une pâte de ciment colo-
rée en rouge puis découpée en cinq tranches (ce qui fait au total 120 profils et
contre profils à étudier) qui seront ensuite observées.

Les profils de fissuration sont ensuite scannés simplement avec un scanner
à plat offrant une résolution optique de 40µm, les images sont binarisées de
façon à obtenir détourer le profil de fissuration puis le profil binaire est extrait
sous la forme d’une suite de pixels , finalement le résultat est vectorisé pour
obtenir une succession de segments de droite (Figure 4.3) L’ensemble des opé-
rations de binarisation et de profilage ont été effectués avec le logiciel VISILOG
et de développements effectués au LMDC, la vectorisation a été effectuée avec
un logiciel que nous avons spécialement développé.

Binarisation

Profilage

Vectorisation

Image scannée

FIG. 4.3 – Processus de traitement d’image

4.2.2.4 Étude statistique des résultats :

On peut tracer par exemple la distribution des angles et des longueurs pour
un échantillon de B80 testé en flexion 3 points (Figure 4.4)
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(a) Angles

(b) Longueurs

FIG. 4.4 – Étude d’un profil de fissuration
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Nous avons choisi de modéliser les distributions par une loi normale pour
les angles et une loi log-normale pour les longueurs permettant dans chaque
cas d’obtenir des coefficients de corrélation supérieurs à 95%. Les résultats si-
gnificatifs sont pour chaque condition d’essai : la moyenne et l’écart type des
longueurs de segments et l’écart type des distributions angulaires, sachant que
la moyenne des angles est théoriquement nulle.

Les résultats importants de cette campagne d’essai sont :
– Les analyses n’ont pas permis de discriminer les essais de flexion 4 points

des essais de flexion 3 points. On aurait pu penser qu’un gradient de
contrainte plus important aurait “canalisé” la fissuration, mais l’hétéro-
généité du matériau est sûrement trop importante pour que ce phéno-
mène soit visible.

– Nous n’avons pas trouvé de corrélation entre les distributions angulaires
et celles des longueurs.

– Les B60 et B80 donnant tous les deux des ruptures transgranulaires ont
des distributions équivalentes.

– Les écarts types ¯̄α des angles sont de 31o pour le B30 et de 24o pour les
B60 et B80.

– La moyenne des longueurs µ est de 0, 56 mmpour les B30 et de 0, 65 mm
pour les B60 et B80 avec un écart type ¯̄µ de 0, 28 mm pour les B30 et de
0, 15 mm pour les B60 et B80.

Ces résultats sont conformes avec les hypothèses de travail, en particulier, la
longueur des segments est compatible avec la précision de mesure. Les rup-
tures transgranulaires provoquées dans le bétons B60 et B80 se traduisent par
des distributions angulaires de plus faible écart type et des distributions de
longueur dont la moyenne est plus grande que pour les B30. On remarque que
l’écart type ¯̄µ des distributions de longueurs est approximativement égal à la
moitié de la moyenne, et dans l’utilisation du modèle on prendra ensuite

¯̄µ =
µ

2

4.3 Simulation des écoulements :

Les simulations sont effectuées avec le code aux éléments finis CASTEM2000
en utilisant la résolution directe des équations de Navier-Stokes.

∂U
∂x

+
∂V
∂y

= 0

U
∂U
∂x

+ V
∂V
∂y

= −1
ρ

∂P∗

∂x
+ ν

(
∂2U
∂x2 +

∂2V
∂y2

)
(4.1)

U
∂V
∂x

+ V
∂U
∂y

= −1
ρ

∂P∗

∂y
+ ν

(
∂2V
∂x2 +

∂2U
∂y2

)
avec :
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– U et V sont les composantes du vecteur vitesses dans les directions d’abs-
cisses x et y.

– P∗ est la pression motrice P∗ = P + ρgh
– ρ est la masse volumique du fluide
– ν est la viscosité cinématique

La validité de l’hypothèse d’incompressibilité du fluide est vérifiée à posteriori
pour l’air si le nombre de Mach est inférieur à 0, 3 [13].

Le maillage utilise des éléments isoparamétriques à 8 noeuds, les vitesses
sont nulles sur les lèvres de la fissure et les pressions sont imposées en entrée
et en sortie de fissure.

Pour une ouverture de fissure w, une vitesse d’intensité V et une visco-
sité cinématique ν, le nombre de Reynolds Re = Vw

ν caractérise la turbulence
de l’écoulement ; pour de faibles nombres de Reynolds, l’écoulement est lami-
naire et une densité de 10 éléments dans l’épaisseur est suffisante pour simuler
l’écoulement, par contre pour une turbulence de l’écoulement plus prononcée,
il faut utiliser un maillage plus fin ou utiliser une modélisation macroscopique
du type K − ε [39]. Pour des raisons de capacité des ordinateurs utilisés, nous
avons limité le nombre d’éléments à 20 dans l’épaisseur.

Le maillage d’une fissure de 50mm de long avec 16 éléments dans l’épais-
seur comporte 38000 éléments et un peu plus de noeuds et il faut à peu près
10000 itérations avant d’atteindre un régime établi.

FIG. 4.5 – Partie de maillage correspondant à 8mm de fissure

4.4 Validation du modèle géométrique :

4.4.1 Stabilité statistique.

Les résultats précédents peuvent être utilisés pour obtenir des profils de
fissuration générés aléatoirement. Pour savoir si le modèle est statistiquement
stable vis à vis des résultats escomptés, nous pouvons simuler des écoulements
dans plusieurs fissures tirés statistiquement avec les mêmes paramètres. Les
résultats obtenus pour ces différents tirages doivent peu différer. Par exemple,
sur la figure 4.6, on a représenté 3 tirages pour un écart type de l’angle de 30o,
une longueur moyenne de 0,3mm et une longueur de 50mm.

Des simulations d’écoulement d’air ont été effectués pour chacun des pro-
fils obtenus avec des conditions proches de celles que nous devrions trouver
pour le projet MAEVA :

– Gradient de pression : dP
dx = 2 102 ; 2 104 ; 5 104 ; 5 105 ; 8 105Pa/m ;
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FIG. 4.6 – Exemple de trois tirages

– Ouverture de fissure constante sur sa longueur :
w = 0, 1mm ; 0, 15mm ; 0, 25mm ; 0, 5mm

Pour chaque simulation, on mesure le rapport entre le débit calculé et le débit
de Poiseuille ou le coefficient de débit

ξ =
Q

QPoiseuille

Les plus grands écarts constatés entre deux tirages concernent les faibles
pressions et les petites ouvertures (Figure 4.7) et sont inférieurs à 10%. Nous
pouvons donc affirmer que la méthode présente des résultats peu sensibles à
l’aléa et statistiquement fiables.

w = 0.1 mm
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FIG. 4.7 – Comparaison des résultats
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4.4.2 Critique de l’approche bidimensionnelle :

De toute évidence, l’approche bidimensionnelle est réductrice pour le type
de calculs effectués, et le fluide a dans la réalité tendance à contourner les obs-
tacles, ce qui provoque un effet de chenalisation bien connu des géologues1.
Nous avons constaté, en effet que certains tirages contenant des éléments dont
l’angle avec la ligne moyenne s’approche de 90o provoquent un bouchage et
les débits obtenus s’écartent nettement des valeur moyennes.

De toute évidence, il serait préférable d’effectuer des simulations tridimen-
sionnelles de l’écoulement, mais les temps de calculs sont alors tellement longs
que nous en avons limité le nombre. Ces simulations ont permis d’évaluer la
différence entre les écoulements bidimensionnels et tridimensionnels.

Nous avons opté pour une géométrie simplifiée pour le modèle tridimen-
sionnel. La surface de fissuration est générée par des facettes carrées dont la
dimension est la moyenne µ̄ des longueurs du modèle bidimensionnel. La dis-
tribution angulaire α est représentée par un déplacement hors plan z = µ̄α des
noeuds du maillage (Figure 4.8).

FIG. 4.8 – Maillage tridimensionnel

Des simulations ont été effectués pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds. Pour chaque calcul, nous avons effectué les simulations bidimen-
sionnelles basée sur des géométries obtenues à partir de 10 tranches du mo-
dèle tridimensionnel. La moyenne des résultats obtenus pour les calculs 2D est
comparé au résultats du calcul 3D pour différentes conditions d’écoulement
(figure 4.9).

Contrairement à ce que l’on aurait initialement pu imaginer, les écoule-
ments moyens en 2D sont légèrement (à peu près 50%) supérieurs au ceux
obtenus en 3D, cet écart ayant tendance à diminuer pour les nombre de Rey-
nolds plus importants, malheureusement, nous n’avons pas trouvé de résultats
dans la littérature qui confirment ou infirment cette observation. D’autres cal-

1D’après une conversation privée avec Joëlle Riss de CDGA de Bordeaux
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FIG. 4.9 – Comparaison 2D / 3D

culs devront être effectués sur des ordinateurs plus puissants pour s’assurer
que ce n’est pas un effet de la discrétisation.

4.5 Quelques résultats :

Des simulations ont été effectuées pour des fissures de 50mm de long et
d’ouverture constante en faisant évoluer l’ensemble des paramètres géomé-
triques et d’écoulement dans leur plage de variation. Les résultats obtenus sont
nombreux et je vais simplement en indiquer quelques uns :

4.5.1 Influence de ¯̄α :

L’écart type de la distribution des angles est le facteur géométrique le plus
déterminant, nous avons fait des simulations pour des valeurs de ¯̄α comprises
entre 15o et 45o.

Pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds, l’écoulement est laminaire
sans recirculation et le coefficient de débit est approximativement constant. à
partir d’un valeur de transition du nombre de Reynolds dépendant de ¯̄α des
recirculations se produisent et le coefficient de débit varie fortement.

4.5.2 Influence de µ :

L’influence de la longueur moyenne des segments est finalement relative-
ment faible par rapport à celle de l’écart type de l’angle. On peut néanmoins
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FIG. 4.10 – Influence de ¯̄α sur le coefficient de débit

(a) laminaire (b) Avec recirculations

FIG. 4.11 – Types d’écoulement
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constater 3 types d’écoulements (figure 4.12) :
– µ � w : les irrégularités de la géométrie de la fissure se comportent

comme de la rugosité.
– µ ∼ w : le cheminement est tortueux et des recirculations se forment

rapidement, c’est finalement le cas pour lequel les coefficients de débit
sont les plus faibles.

– µ � w : La ligne moyenne suit l’irrégularité de la géométrie de la fissure,
l’écoulement reste laminaire longtemps.

µ  <<

µ  

µ  >> w

w

w

~~

FIG. 4.12 – 3 configurations

Concrètement les différences observées sur les coefficients de débit sont
peu importantes, mais on constate que le coefficient de débit est le plus faible
lorsque µ = w

4.5.3 Application au calcul du taux de fuite pour le projet CESA :

Le benchmark organisé autour du projet CESA consistait à calculer le taux
de fuite en air et en vapeur de la maquette MAEVA (Figure 4.14) représentant
une enceinte de confinement constitué essentiellement d’un mur cylindrique
en béton armé précontraint de 1,2m d’épaisseur et de 16m de diamètre. Le
processus de sollicitation correspond à une série de chargements thermoméca-
niques (Figure 4.14 b))combinés provoqués par de l’air (Séquences 1, 3 et 4) ou
de la vapeur (Séquences 2 et 5) sous pression représentant différents niveaux
d’accident graves sur le réacteur.

A l’issue du calcul thermomécanique correspondant à chaque niveau de
sollicitation, nous avons trouvé un champ d’endommagement et calculé les
ouvertures de fissures maximales 4.1. La seule possibilité de fuite correspon-
dait à l’existence de une à trois fissures traversantes. En utilisant le modèle
statistique de profil de fissuration on peut générer des fissures réalistes sur la
base des ouverture précédemment calculées (Figure 4.15).

La difficulté étant de calculer le débit dans une fissure d’une longueur de
1,2m dont l’ouverture varie avec l’abscisse. La simulation directe de l’écou-
lement dans la fissure aurait demandé la résolution d’un problème dont le



CHAPITRE 4. ÉCOULEMENTS DANS LES FISSURES. 60

FIG. 4.13 – Influence de µ sur le coefficient de débit.

nombre de degrés de liberté est proche de 2 millions et n’était pas à la por-
tée des ordinateurs de l’université. Nous avons donc identifié le coefficient de
débit correspondant aux conditions moyennes d’écoulement dans la fissure, à
partir des résultats précédents en adoptant la définition suivante pour l’ouver-
ture de fissure équivalente We (Équation 4.2).

W3
e =

L∫ L
0

dx
w3

(4.2)

Malheureusement, l’expérience étant très complexe à mettre en oeuvre, les
séquences utilisées lors du benchmark n’ont pas pu être reproduites expéri-
mentalement, et il est relativement difficile de comparer les résultat prédits
aux expériences.

On peut néanmoins constater que les résultats obtenus par les différents
partenaires varient dans une fourchette contenant trois ordres de grandeur, ce
qui démontre la difficulté du problème abordé. Les seuls éléments de compa-
raison disponibles concernent le ratio entre les débits de fuites calculés pour
les séquences 4 et 5. Ce ratio a une importance particulière pour EDF qui doit
démontrer que les débits existant lors d’un réel accident sont plus faibles que
ceux obtenus lors des tests réguliers que subissent les enceintes de confine-
ment et qui se font avec de l’air sous pression. Nous avons été les seuls avec
l’équipe du CEA à trouver l’ordre de grandeur de ce ratio, les autres équipes
ayant donné des valeurs éloignée d’au moins deux ordres de grandeurs.
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(a) Maquette

(b) Chargement en pression

FIG. 4.14 – Maquette MAEVA

FIG. 4.15 – Fissure traversante (ouvertures amplifiées)
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4.6 Conclusion :

A l’occasion de cette étude, nous avons mis en place les éléments permet-
tant de prévoir les écoulements dans des structures en béton en partant de la
création de la fissuration jusqu’à la prévision du taux de fuite. Les méthodes
utilisées sont originales pour les calculs d’écoulement dans des fissures mais
semblent se rapprocher d’études effectuées par des hydrogéologues pour dé-
terminer des écoulements dans les fractures géologiques.

Le travail entamé ici laisse encore énormément de place aux développe-
ments et on se rend compte que de nombreux problèmes ne sont pas résolus.
Malheureusement les développements se sont arrêtés à la fin du projet MAEVA
et du doctorat de Hocine Boussa par manque de support complémentaire ; le
LaSaGeC étant un très jeune laboratoire ne pouvant pas se permettre de finan-
cer une bourse de thèse sur ses fonds propres. Des études complémentaires
devraient être soutenues par l’IRSN à partir de l’année 2004.



Chapitre 5

Nouvelle modélisation :

5.1 Introduction :

De nombreuses modélisations du comportement du béton ont déjà vu le
jour, mais comme j’ai pu en faire part dans ce document, aucune jusqu’à pré-
sent n’a atteint la perfection. Je vais commencer par dresser un cahier des
charges du modèle que je considérerais “parfait”.

C’est un modèle tout d’abord simple, robuste dont les paramètres sont fa-
ciles à identifier ; faute de quoi, comme beaucoup d’autres, il ne sera utilisé que
par son auteur et son entourage.

Ce modèle qui est le sujet de doctorat de Mohammed Matallah, devra prendre
en compte les effets suivants :

L’endommagement : C’est l’élément essentiel de description de la dégrada-
tion du béton, il peut être isotrope ou éventuellement anisotrope.

Les déformations anélastiques : Elles accompagnent l’endommagement, leur
description devra être anisotrope pour représenter correctement tous les cas de
sollicitation et particulièrement la compression.

Refermetures de fissures : C’est un point très important même lorsque la
sollicitation est monotone, par exemple une semelle d’appui, doit toujours ré-
sister en compression après un endommagement dû au cisaillement.

Régularisation : La modélisation du comportement non linéaire du béton,
ne peut pas se passer de la prise en compte de la localisation des déformations
provoquée par l’adoucissement. La méthode utilisée est souvent une pièce rap-
portée et la formulation du modèle peut être particulièrement adaptée comme
c’est le cas pour le modèle de J. Mazars [44, 45, 34] et l’endommagement non

63
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local [56, 33], ou moins bien adaptée comme pour l’endommagement unilaté-
ral [32, 36] qui ne peut s’appuyer que sur son évolution viscoendommageable
[15, 17] - peu efficace dans le cas de chargements statiques - ou le modèle d’en-
dommagement anisotrope “microplans” [19, 20] qui s’appuie sur une régula-
tion de type Hillerbog [27], mais qui est incomplète à cause du couplage avec
la plasticité ; ou même inexistante comme dans beaucoup d’autre modèles.

D’autres remarques pratiques viennent de l’expérience acquise lors de l’im-
plémentation numérique de différents modèles et de leur utilisation dans des
cas relativement variés :

– La relation contrainte déformation doit, tant que faire se peut, être conti-
nûment dérivable, ce qui impose une évolutions mesurée de la matrice
de raideur tangente et améliore les capacités de convergence.

– Pour la plupart des modèles le matériau est totalement dégradé devient
mécaniquement absent, c’est à dire que les contraintes sont nulles quellle
que soit la sollicitation. La réalité est toute autre, et même si sous certains
cas de sollicitations, on peut parler de compaction [23, 11, 10], le compor-
tement du béton endommagé se rapproche sûrement plus de celui d’un
fluide incompressible que de de celui du vide. Cet aspect avait déjà été
abordé par Ladevèze [38] qui avait introduit une variable d’endomma-
gement concernant la partie hydrostatique du tenseur des contraintes,
puis repris en partie dans le modèle d’endommagement unilatéral pour
lequel, une partie du tenseur des contraintes n’est pas affectée par l’en-
dommagement(Equation 8.6).

5.2 Éléments de base :

Je propose de développer un modèle basé sur l’idée le couplage entre l’en-
dommagement et les déformations anélastiques , notées ici εs, exploitée en par-
tie lors du doctorat de Frédéric Ragueneau (Equation2.6).

σ = E (1− D) ε + ED (ε− εs) (5.1)

Cette équation pourrait devenir en 3D :

σij =
E

1 + ν

(
εij − Dεs

ij

)
+

νE
(1 + ν) (1− 2ν)

(
εkk − Dεs

kk
)

δij

5.2.1 Modélisation de l’endommagement :

La modélisation de l’endommagement se fera comme dans le modèle iso-
trope de Stéphanie Fichant, avec comme dans le modèle de Jacky Mazars une
seule variable variable scalaire directement liée aux extensions. Son effet mé-
canique étant modulé par la présence de déformations anélastiques, on pourra
obtenir un effet différent par exemple en traction et compression.
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En traction directe : L’endommagement est directement créé par les exten-
sions dans la direction de la sollicitation, les déformations anélastiques existant
dans cette direction activent naturellement l’endommagement.

En compression : L’endommagement est créé par les déformations radiales,
mais les déformations anélastiques sont majoritairement radiales, les déforma-
tions anélastiques axiales activent une partie de l’endommagement.

5.2.2 Création des déformations anélastiques :

Les déformations anélastiques représentent dans le modèle, les disconti-
nuités de déplacement aux lèvres de fissures homogénéisées à l’échelle du vo-
lume élémentaire représentatif du matériau. Elles doivent apparaître en même
temps que l’endommagement, leur anisotropie permettra de moduler les ef-
fets de l’endommagement sur la traction et la compression. Ces déformations
doivent pouvoir s’annuler avec l’équivalent d’une fonction de refermeture de
fissure - lorsque par exemple une fissure créée en traction est sollicitée en com-
pression - mais leur histoire doit être conservée.

5.2.3 Prise en compte des effets unilatéraux :

Une des grosses difficultés dans les modèles d’endommagement unilaté-
raux est la prise en compte des refermetures de fissures à partir de la sépa-
ration du tenseur des contraintes ou d’endommagement en parties positives
et négatives. Cette séparation entraîne des possibilités de perte de propriétés
essentielles du tenseur d’élasticité, et de toute manière, les discontinuités pro-
voquées dans le tenseur d’élasticité au changement de signe des contraintes
(ou déformations) ne sont pas favorables à un processus convergeant facile-
ment. Ici, plus question de partitionnement, c’est simplement l’annulation pro-
gressive des déformations anélastiques créées qui restaurent naturellement la
raideur.

Si on reprend l’équation 5.1 avec εs = 0, on obtient

σ = E (1− D) ε + EDε = Eε

5.3 Expérience de traction compression :

Le comportement uniaxial cyclique du béton, et particulièrement la ma-
nière dont les fissures se referment est à mon avis un aspect essentiel de la
modélisation. Les expériences mettant en évidence le caractère unilatéral du
béton sont finalement peu nombreuses [62].

La méthode utilisée pour l’essai PIED est particulièrement remarquable.
Elle consiste à adjoindre au spécimen en béton des barres dans un matériau
dont on connaît parfaitement les caractéristiques, de façon à obtenir une struc-
ture dont le comportement est durcissant [46]. De cette manière, on évite les
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problèmes de localisation qui entraînent des aléas expérimentaux importants.
Malheureusement, la technique expérimentale est relativement délicate à mettre
en oeuvre, particulièrement lorsqu’on utilise un chargement cyclique, et à ma
connaissance, il n’y a eu qu’un essai cyclique publié. Sans mettre en doute la
validité des résultats, il est difficile de baser une théorie sur un essai, si sa re-
productibilité n’a pas été démontrée1

J’ai donc décidé de concevoir une expérience ayant pour objectif de carac-
tériser le comportement uniaxial cyclique du béton. Cette expérience est basée
sur le même principe que l’essai PIED, à la différence près que je n’ai pas la vo-
lonté de diffuser l’endommagement, mais au contraire de le localiser, on pour-
rait d’ailleurs appeler cette expérience PIEL. Cette expérience doit être aisée à
mettre en oeuvre.

La composante additionnelle permettant de conserver le caractère durcis-
sant de la structure est pour l’essai PIED un ensemble de 12 barrettes en alu-
minium collées sur deux faces d’un parallélépipède en béton. Ce point est en
fait la difficulté majeure de l’essai car il faut utiliser un dispositif spécial pour
coller les barrettes puis pour solliciter l’éprouvette au travers des barrettes.

Le nouveau dispositif (Figure 5.1) sera simplement composé d’un cylindre
en béton traversé par une barre d’acier servant à solliciter indirectement le bé-
ton, comme pour l’essai tirant utilisé pour identifier l’adhérence acier béton.
A la différence de l’essai tirant, on ne doit pas mobiliser de glissement à l’in-
terface entre les deux matériaux et à cet effet, la barre d’acier comporte une
diminution de diamètre dans sa partie centrale et un insert sphérique (une pe-
lote basque dans les premiers essais effectués) est ajouté de façon à localiser la
fissuration dans la partie centrale. Les éléments de cet essai ont été optimisés
par un calcul aux éléments finis non linéaires.

La mesure de la déformation dans la partie médiane de la barre d’acier
permet de calculer la contrainte dans l’acier σa et si Aa est l’aire de la section
d’acier et Ab est l’aire de la section de béton, on peut obtenir simplement la
moyenne de la contrainte axiale σb dans le béton dans la section médiane à
partir de l’effort appliqué F :

σb =
F− σa Aa

Ab

Le déformation axiale moyenne dans la zone de fissuration sera directe-
ment mesurée à l’aide d’un capteur de déformation.

Un essai a été réalisé sur un prototype (Figure 5.2), et on peut voir que le
mode de rupture escompté s’est bien produit. Le matériel de mesure est en
cours d’acquisition et nous pensons obtenir les premiers résultats au début de
l’année 2004.

1Le Professeur Gyögy Balazs me confiait récemment que la plus grande différence entre un
résultat expérimental et un résultat de calcul aux éléments finis est que dans le premier cas, tout le
monde excepté l’auteur, fait confiance aux résultats.
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FIG. 5.2 – Prototype de l’essai PIEL
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Conclusions et perspectives :

Chaque année 8 milliards de tonnes de béton sont produits et placés dans
notre environnement (Statistiques rapportées dans l’appel à participation de
FRAMCOS’5). Un tel engouement est premièrement dû au faible coûts de pro-
duction et de mises en oeuvre, mais les qualités intrinsèques du matériau sont
également un atout. Si dans la plupart des cas, l’utilisation d’un modèle de
comportement non linéaire n’est pas utile au dimensionnement ou à la justi-
fication du dimensionnement de structures en béton ; dans un nombre limité
de cas, la mise en oeuvre d’un calcul non linéaire permet de faire l’économie
d’expériences sur des structures ou de les compléter et mieux les concevoir ;
et dans des situations exceptionnelles, les problèmes de sécurité exigent une
bonne connaissance de la fiabilité de la structure considérée sur le plan expéri-
mental et théorique. Je citerais par exemple quelques cas qui m’ont été soumis
récemment :

La fiabilité des ancrages sur les structures minces : De nombreux éléments
de structures minces en béton précontraint ou armé comme les pré-dalles ou
les tuyaux sont réalisées dans des usines de préfabrication puis transportées
sur leur lieu d’implantation. Des inserts sont coulés dans ces éléments afin de
faciliter leur transport. Il se trouve que la fiabilité de ces ancrages n’est pas celle
attendue et qu’un certain nombre d’accidents a eu lieu. L’approche numérique
de ce problème permet d’appréhender correctement l’ensemble des éléments
pouvant influer sur la fiabilité de l’ancrage et de cerner les causes du problème
plus facilement, je pense qu’une campagne expérimentale et en tout cas de la
compléter et de l’optimiser si celle ci doit avoir lieu. Ce problème devrait faire
partie d’un sujet de doctorat sur un support du CERIB en octobre 2004.

Résistance au cisaillement de dalles alvéolés : Les dalles alvéolées sont des
éléments de structures de longueur supérieures à 8m et d’une largeur de l’ordre
du mètre. Elles sont généralement posées sur des poutres à leur extrémités.
Dans certains cas, la flexion des poutres génère des contraintes de cisaillement
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non prévues dans les dalles et peut provoquer des désordres. Le CERIB a prévu
de mettre en place une campagne expérimentale qui sera conçue à partir de
simulations numériques qui permettront de l’optimiser.

Parallèlement au problème de la modélisation du comportement mécanique
du béton, interviennent différentes possibilités de couplages avec d’autres gran-
deurs physiques.

Ces couplages doivent être pris en compte, soit parce que le phénomène
physique considéré est la source de dommages mécaniques, soit parce que c’est
celui qui nous intéresse et que les modifications des propriétés mécaniques,
interfèrent avec celles du phénomène considéré. Dans le cas le plus complexe,
les couplages se font dans les deux sens. Dans tous cas, la représentation du
matériau devra se faire à deux échelles représentatives de chaque phénomène.
Deux exemples permettent à nouveau d’illustrer ces problèmes de couplage.

Couplages thermomécaniques : Depuis les récents problèmes d’incendies
dans les tunnels, une réglementation oblige les concessionnaires à justifier leur
dimensionnement sous un chargement thermique forfaitaire. Chaque tunnel
étant spécifique, la mise en place d’une campagne expérimentale exhaustive
est impossible, et les concessionnaires préfèrent s’appuyer sur des simulations.
A cet effet, de nouveaux outils doivent être créés et leur fiabilité doit être sans
faille.

Le doctorat de Abdellah Menou sur le couplage entre l’endommagement et
la thermique à haute température sur un encadrement en collaboration entre le
CSTB et le LaSAGeC doit se terminer en janvier 2004. Les résultats serviront de
base aux outils de calculs développés par la cellule MOCAD du CSTB. Toujours
en collaboration avec le LaSAGeC un doctorat débute cette année sur ce sujet.

Couplage fissuration perméabilité : Après le projet CESA, le sujet des écou-
lements dans les fissures est loin d’être clos et les premiers résultats ont apporté
au moins autant de questions que de réponses. Le doctorat de Hocine Boussa
a ouvert de nombreux chemins qui n’ont pas encore été explorés.

Par la richesse et la diversité des domaines explorés, ce sujet est à mon avis
d’un grand intérêt scientifique. Une collaboration avec l’IRSN doit commencer
par un stage de DEA en janvier 2004 et se concrétiser par un doctorat débutant
en octobre 2004.
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Chapitre 7

Modèle d’endommagement
de J. Mazars :

C’est sûrement le modèle de comportement pour le béton le plus utilisé
dans le milieu scientifique. Je vais tâcher d’en faire une présentation simple,
complète et détachée du formalisme de la thermodynamique des processus
irréversibles qui n’a pas grand intérêt ici.

7.1 La relation de comportement :

Le modèle de comportement est élastique endommageable isotrope . On
représente l’endommagement par son effet sur la raideur du matériau [41] :

σ =
E (1− D)

1 + ν

[
ε +

ν

1− 2ν
Tr

(
ε
)

1
]

On démontre facilement que la seule condition que doit vérifier ce modèle
de comportement pour qu’il soit thermodynamiquement acceptable est que la
variable d’endommagement D soit croissante.

Le modèle de comportement est donc isotrope sans effet de refermeture de
fissures et sans déformation anélastique. Il a pour vocation d’être utilisé dans
des cas de sollicitations radiales et monotones. Cette limitation qui devrait être
théoriquement vérifiée en chaque point de la structure, doit l’être au moins au
niveau de la structure.

7.2 La déformation équivalente :

La fonction équivalente ε̃ est la variable qui permet de définir l’endomma-
gement et la fonction seuil.
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C’est en grande partie le choix de la déformation équivalente qui a fait le
succès du modèle. Jacky Mazars stipule que ce sont les déformations d’exten-
sion qui sont à l’origine de l’endommagement. Ce choix est adapté aux maté-
riaux fragiles et particulièrement aux bétons. On peut définir la déformation
équivalente à l’aide du deuxième invariant de la partie positive du tenseur des
déformation.

ε̃ =
√
〈ε1〉2+ + 〈ε2〉2+ + 〈ε3〉2+

Où les εi désignent les valeurs propres du tenseur des déformations et

〈x〉+est la partie positive de x : 〈x〉+ =
∣∣∣∣ x si x > 0

0 si x 6 0
Ce critère est particulièrement performant dans la zone des traction mais

est complètement ouvert dans la zone des tricompressions.

σ

σ
σ

I

II

III

FIG. 7.1 – Représentation du critère de Mazars dans l’espace des contraintes
principales

La trace du critère dans les plans de contraintes planes donne les lignes
suivantes :

Afin de se conformer aux résultats expérimentaux dans le domaine des bi-
compressions, Mazars a pondéré la valeur de ε̃ par le coefficient γ défini de la
manière suivante :
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FIG. 7.2 – Trace du critère dans les plans de contraintes planes
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γ = −

√
∑ 〈σi〉2−

∑ 〈σi〉−
où les σi sont les contraintes principales.

Ce coefficient ne modifie pas le critère lorsque le nombre de contraintes
principales négatives n’excède pas un, il diminue la valeur de ε̃ avec la “triaxia-
lité” de l’état de compression :

– si σ1 > 0 , σ2 > 0 et σ3 > 0 alors γ = 1
– si σ1 > 0 , σ2 > 0 et σ3 < 0 alors γ = 1
– si σ1 > 0 , σ2 < 0 et σ3 = σ2 alors γ =

√
2

2

– si σ1 < 0 , et σ3 = σ2 = σ1 alors γ =
√

3
3

Le calcul de γ nécessite la connaissance de la contrainte, ce qui n’est pas le cas
dans le cadre de l’utilisation du modèle dans des calculs éléments finis.

L’intervention de la variable d’endommagement dans le calcul des contraintes
ne modifiant ni les vecteurs propres du tenseur des contraintes, ni les rapports
entre les contraintes principales et on peut donc avantageusement calculer la
valeur de γ en substituant la contrainte σ par la contrainte effective σ qui est
confondue ici avec la contrainte qui existerait dans le matériau vierge pour une
même déformation :

σ =
E

1 + ν

[
ε +

ν

1− 2ν
Tr

(
ε
)

1
]

Il faut noter que la surface d’élasticité du matériau vierge - ou surface seuil
d’endommagement initiale - est confondue avec la surface définie par ε̃ =
εd0 où εd0 est un paramètre du modèle qui peut être identifié à l’aide de la
contrainte limite en traction et du module d’élasticité : εd0 = ft

E . Le calcul de
l’endommagement à partir de ε̃ étant relativement complexe, la surface seuil
d’endommagement ne peut pas s’identifier d’une manière générale à une sur-
face isovaleur de ε̃.

7.3 Calcul de l’endommagement :

La variable d’endommagement D est la variable interne du modèle, pour
le matériau vierge D = 0 et pour le matériau rompu, D = 1, D varie de façon
continue entre ces deux bornes, et la seule condition pour respecter le second
principe de la thermodynamique [42] est que D soit croissant, on peut donc cal-
culer son évolution sans recourir à une surface seuil ou aux habituelles condi-
tions de “Kuhn Tucker” employées classiquement en plasticité.

Comme il est déjà indiqué dans le précédent paragraphe 7.2, les extensions
sont la cause majeure de l’endommagement du béton, la variable ε̃ représente
les extensions et permet d’accéder naturellement à l’endommagement dans un
état de traction. En compression simple, il y a également des extensions dans
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les directions transversales à l’axe de compression, mais le calcul de l’endom-
magement à partir de ces extensions mènerait ici à un comportement qui n’est
pas représentatif de la réalité. L’isotropie du modèle ne permet pas d’utiliser
cette idée , qui a été exploitée pour des modèles mettant en oeuvre de l’aniso-
tropie ou des phénomènes unilatéraux [21]. Mazars a donc été obligé de recou-
rir à un subterfuge qui conduit à calculer deux fonctions d’endommagement
Dtet Dc, la variable d’endommagement D s’identifiant à Dtdans le cas d’une
sollicitation de traction pure et à Dcen compression pure.

Dt = 1− εd0(1−At)
ε̃ − At

exp(Bt(ε̃−εd0)

Dc = 1− εd0(1−Ac)
ε̃ − Ac

exp(Bc(ε̃−εd0)

Les coefficients At, Ac, Btet Bcsont à identifier en fonction du matériau.
Il faut de plus introduire un coefficient qui discriminera l’état de traction de

celui de compression, et permettra également de décrire tous les états intermé-
diaires. Ce coefficient est basé sur le signe des contraintes principales ou des
contraintes effectives principales.

Notons εti la déformation normale dans la direction principale i calculée à
partir des contraintes effectives principales positives :

εti =
1 + ν

E
〈σi〉+ −

ν

E

(
〈σi〉+ +

〈
σj

〉
+ + 〈σk〉+

)
on a alors

αt =
∑ εti 〈εi〉+

ε̃2

et
αc = 1− αt

L’endommagement est finalement donné par l’expression :

D = α
β
t Dt + α

β
c Dc, Ḋ > 0

où β est un paramètre introduit pour améliorer le comportement du mo-
dèle en cisaillement. A noter que ce coefficient est très sensible et qu’il est dé-
conseillé de s’éloigner de la valeur par défaut β = 1.06.

La surface d’élasticité est donc donnée par l’équation Ḋ > 0 et n’est pas
confondue avec une isovaleur de ε̃. La représentation faite dans les publica-
tions se rapportant au modèle est la plupart du temps erronée. On trouve sur
la figure suivante, la représentation de la surface d’élasticité pour différentes
valeurs de l’endommagement ainsi que de la surface de rupture, le tout étant
représenté dans le plan des contraintes planes.

7.4 Implémentation numérique du modèle :

L’implémentation numérique du modèle a été réalisée dans les cadres bi-
dimensionnels, tridimensionnel avec des éléments massifs et de coques multi-
couches dans le code aux éléments finis CASTEM2000 [34].
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FIG. 7.3 – Représentation des coefficients αtet αc dans le plan des contraintes
planes.

L’utilisation de ce modèle est possible avec la plupart de limiteurs de loca-
lisation connus, l’approche non-locale étant la plus courante. L’utilisation de
l’énergie de fissuration ou méthode de Hillerborg, demande une modification
de la loi d’évolution de Dt conformément à l’équation 3.3.
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Chapitre 8

Modèle d’endommagement
unilatéral :

8.1 Introduction :

Confortés par les résultats encourageants obtenus à l’aide du modèle de
Mazars, nous nous sommes intéressés au développement d’un modèle d’en-
dommagement qui puisse simuler des chargements cycliques. Les applications
en vue pour ce modèle sont bien sûr liés aux calculs sismiques. Peu d’auteurs
s’étaient penchés sur la question à l’époque et le seul travail faisant référence
aux effets unilatéraux de l’endommagement était un rapport interne [38] qui
a servi de base aux développements du modèle. Aujourd’hui encore, les nom-
breux problèmes intervenant lorsqu’on couple l’endommagement unilatéral et
les déformations anélastiques ne sont pas totalement résolus [14].

Avant de se lancer dans les calcul sismiques proprement dits, la question
de mettre au point un modèle permettant de calculer des structures sous char-
gements cycliques était posée. Après plusieurs tentatives, il est apparu que les
effets unilatéraux n’étaient pas suffisants dans la majorité des cas et qu’il fallait
introduire également des déformations permanentes.

Pour faire face aux nouvelles difficultés introduites par l’effet unilatéral,
le modèle est développé dans le cadre de la thermodynamique des processus
irréversibles.

8.2 Effet unilatéral :

C’est un phénomène qui se produit lors de chargements cycliques. Lorsque
la matière endommagée par des extensions se trouve dans un état de com-
pression, les micro et macro-fissures se referment et la raideur du matériau est
restaurée.
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Ce phénomène a été mis en évidence expérimentalement par des essais uni-
axiaux [47] ou sur structures [35, 36]. La prise en compte de ce phénomène est
généralement faite en utilisant deux variables d’endommagement, que nous
appellerons D1 et D2, qui interviennent indépendamment sur des partitions
de l’énergie élastique :

ψ = ψ1 (D1) + ψ2 (D2)

Si on ne prête pas garde, la combinaison des deux variables d’endomma-
gement sur les termes de ψ1et de ψ2mène à une énergie élastique qui n’est
plus inconditionnellement convexe par rapport à la variable d’état principale
(contrainte ou déformation) (Figure 8.1), ce qui provoque des instabilités dans
le comportement élastique du matériau. Ces anomalies apparaissent générale-
ment pour de grandes différences entre les deux variables d’endommagement
et n’affectent donc pas les modèles développés pour des matériaux ductiles
pour lesquels les endommagements critiques sont relativement faibles. Cer-
tains auteurs interprètent cette instabilité comme un état critique menant à la
ruine. Dans le cas particulier, qui nous intéresse, de modèles développés pour
des matériaux fragiles comme le béton, le potentiel élastique doit Être incondi-
tionnellement convexe, et le modèle doit Être suffisamment robuste pour Être
utilisé dans le cadre de calculs de structures.

Les premières études [66]m’ont orienté sur une décomposition de l’énergie
basée sur le signe des contraintes. Les conditions de convexité du potentiel,
mènent à l’écriture suivante :

2χe =
σ+

ij σ+
ij

E0 (1− D1)
+

σ−ij σ−ij
E0 (1− D2)

+
ν

E0

[
σijσij − (σkk)

2
]

(8.1)

La partition du tenseur des contraintes en partie positive σ+et σ−s’effectue,
conformément aux prescriptions de [38], dans le repère principal des contraintes.
Les propriétés essentielles sur les dérivées des partitions de l’énergie ont éga-
lement été démontrées par Ladevèze.

A noter que le potentiel obtenu (équation 8.1) reste en partie élastique (troi-
sième terme). Dans une première écriture, le troisième terme du potentiel était
affecté d’une variable d’endommagement δ, mais son apport n’étant pas jugé
significatif, et par souci de simplification, j’ai abandonné cette variable.

8.3 Déformations anélastiques :

L’endommagement du béton s’accompagne de déformations anélastiques
dues à l’ouverture de microfissures. La modélisation proposée pour représen-
ter ces déformations sont adaptées des travaux de [26]. La déformation anélas-
tique est une fonction de l’endommagement, dans l’approche proposée, le ten-
seur de déformations anélastiques est sphérique, ce qui est peut être valable en
traction, mais ne permet pas de représenter correctement l’évolution des défor-
mations volumiques en compression. Par contre un originalité a été introduite
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Potentiel ’elastique convexe avec $Dt=0.9$ et $Dc=0$
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FIG. 8.1 – Représentation de potentiels élastiques
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sur l’évolution des déformations anélastiques crées en traction. Une fonction
de refermeture de fissure a été adoptée pour représenter correctement ce phé-
nomène. On constate en fait que l’utilisation d’une telle fonction est nécessaire
pour représenter correctement le comportement cyclique de structures.

χan =
β1D1

E0 (1− D1)
f (σkk) +

β2D2

E0 (1− D2)
σkk (8.2)

où f est une fonction scalaire définie de la façon suivante :∣∣∣∣∣∣∣∣
xε

]
−∞,−σf

]
−→ f (x) = 0

xε
]
−σf , 0

]
−→ f (x) = x

(
1 + x

2σf

)
xε [0, ∞[ −→ f (x) = x

avec σf est un paramètre du modèle représentant la contrainte de referme-
ture de fissure : on considère que lorsque σkk < −σf , les microfissures créées
en traction sont totalement refermées.

La refermeture de fissure est traitée ici comme de l’élasticité non linéaire et
n’entraîne aucune dissipation d’énergie. Les deux paramètres β1 > 0 et β2 < 0
sont homogènes à des contraintes. Les valeurs des paramètres liés à l’anélasti-
cité pour un béton classique sont : σf = 3MPa β1 = 1MPa et β2 = −40MPa

8.4 Potentiel d’état :

Nous avons donc choisi comme variables d’état, la contrainte σ, les deux
variables d’endommagement D1et D2. Le potentiel d’état est l’énergie libre de
Gibbs χ.

Variables d’état Variables associées
Observable Internes

Contrainte σ ε
Endommagement 1 D1 Y1
Endommagement 2 D2 Y2
Écrouissage 1 z1 Z1
Écrouissage 2 z2 Z2

TAB. 8.1 – Variables du modèle unilatéral

On verra que les variables d’écrouissage z1 et z2 sont l’équivalent de la dé-
formation plastique cumulée en plasticité.

Le potentiel est obtenu en ajoutant la partie élastique (équation 8.1) et la
partie anélastique (équation 8.2) :
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χ =
σ+

ij σ+
ij

2E0 (1− D1)
+

σ−ij σ−ij
2E0 (1− D2)

+
ν

2E0

[
σijσij − (σkk)

2
]

+ (8.3)

+
β1D1

E0 (1− D1)
f (σkk) +

β2D2

E0 (1− D2)
σkk (8.4)

+ G1(z1) + G2(z2) (8.5)

Ce potentiel est inconditionnellement convexe par rapport à la variable σ.
E0, ν, β1 et β2 sont des constantes matérielles ; G1(z1) et G2(z2) sont les fonc-

tions d’écrouissage.

8.5 Lois d’état :

Le lois d’état dérivent naturellement du potentiel :

εij =
∂χ

∂σij
=

σ+
ij

E0 (1− D1)
+

σ−ij
E0 (1− D2)

+
ν

E0

[
σij − (σkk)

2 δij

]
+

β1D1

E0 (1− D1)
∂ f (σkk)

∂σij
δij +

β2D2

E0 (1− D2)
δij (8.6)

Y1 =
σ+

ij σ+
ij + 2β1 f (σkk)

2E0 (1− D1)
2 et Y2 =

σ−ij σ−ij + 2β2 (σkk)

2E0 (1− D2)
2

Z1 =
∂ρχ

∂z1
=

∂G1

∂z1
= g1 (z1) et Z2 =

∂ρχ

∂z2
=

∂G2

∂z2
= g2 (z2)

8.6 Lois d’évolution.

On peut écrire les fonction seuil :

Fi = Yi −Y0i − Zi(i = 1, 2) (8.7)

Et les fonctions d’écrouissage :

gi (zi) =

[
Y0i +

1
Ai

(
−zi

1 + zi

)1/Bi
]

(8.8)

où Y0i définit le seuil d’élasticité , Aiet Bi sont deux paramètres.
En introduisant 8.7 dans condition de consistance 2.2 on obtient :

Yi −Y0i − Zi = 0 (8.9)

Ẏi − Żi = Ẏi −
∂Gi
∂zi

żi = 0 (8.10)
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L’évolution des variables internes 2.3 est donnée par :

żi = λ̇
∂F
∂Zi

= −λ̇ (8.11)

Ḋi = λ̇
∂F
∂Yi

= λ̇ (8.12)

Finalement en prenant la forme pour les fonctions d’écrouissages 8.8, on
trouve :

Di = 1− 1

1 + [Ai (Yi −Y0i)]
Bi

(8.13)

Cette méthode peut paraître un peu complexe pour arriver à ce simple ré-
sultat, mais l’évolution du modèle pour introduire les effets de vitesse nécessite
ce formalisme.

On peut modifier de toute évidence ces lois d’évolutions en prenant garde
au fait que les taux de restitutions d’énergie Y1et Y2 ne sont pas inconditionnel-
lement positifs, et pour que l’énergie dissipée soit positive, il faudra obligatoi-
rement vérifier l’inégalité de Clausius Duhem :

Y1Ḋ1 + Y2Ḋ2 ≥ 0

Il est donc suffisant dans tous les cas de vérifier :Ḋi ≥ 0 et si Yi < 0 alors
Ḋi = 0.

8.7 Réponse uniaxiale du modèle :

Le modèle permet de reproduire les effets désirés (Figure 8.2) :

1. Endommagement de traction
2. Déformations anélastiques en traction
3. Refermeture progressive de la fissuration
4. Restauration de la raideur
5. Endommagement de compression
6. Réouverture des fissures
7. Endommagement de traction
8. . . .

8.8 Implémentation numérique :

Le modèle a été implémenté dans le code EFiCoS (Voir chapitre 9:Code-
aux-=E9l=E9ments page 86) dans sa version unidimensionnelle, dans CAS-
TEM 2000 en 2D contraintes planes[34] et dans LS DYNA 3D en 3D [23].
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FIG. 8.2 – Réponse uniaxiale du modèle unilatéral



CHAPITRE 8. MODÈLE D’ENDOMMAGEMENT UNILATÉRAL : 85

8.9 Conclusion :

Le modèle d’endommagement unilatéral est aujourd’hui encore un des seul
modèles fiables et robustes intégrant les effets de refermetures de fissures et les
déformations anélastiques couplés à l’endommagement. Ce modèle a servi de
base à plusieurs études dont la thèse de J.F. Dubé. Il est encore utilisé dans
le domaine de la recherche mais également par des bureaux d’études et de
conseils.

Les capacités de prédiction du modèle dans le cas de dégradations en com-
pression multiaxiale sont à améliorer et difficultés d’implémentation dans des
cas multidimensionnels limitent son utilisation dans de nouveaux codes de cal-
culs.

A posteriori, on peut penser que l’idée de conserver l’isotropie pour les
déformations anélastiques n’est pas réaliste, des approches plus élaborées cou-
plant l’endommagement à la plasticité ont été abordées dans d’autre thèses.



Chapitre 9

Code aux éléments finis
EFiCoS :

9.1 Introduction :

De nombreuses structures sont composées de poutres et de poteaux, les ou-
tils de dimensionnement et de vérification de telles structures étaient à l’époque
de le création de EFiCoS : soit des programmes aux éléments finis basés sur
de éléments de poutres utilisant des modèles de comportement globaux (Mo-
ment/courbure), soit des modèles éléments finis classiques 2D ou 3D intégrant
le comportement local du matériau. Dans la première situation, les calculs
sont rapides et peu coûteux, mais l’identification des modèles est particuliè-
rement délicate et les résultats ne sont pas toujours réellement prédictifs. Dans
le deuxième cas, si les modèles mis en oeuvre et les méthodes utilisées sont
adaptés, on peu obtenir une prédiction de bonne qualité, mais les calculs de-
viennent très lourds et pratiquement inabordables quand il s’agit de calculer
des structures réelles.

L’ambition de EFiCoS est d’allier les deux méthodes en conservant les avan-
tages de chacune.

9.2 Principe :

Le programme aux éléments finis EFiCoS : (Éléments Finis à Couches Su-
perposées) est basée sur une idée décrite par Owen et Baz̆ant qui consiste à
utiliser des éléments finis de poutres dont la matrice de raideur est calculée à
l’aide d’une discrétisation de la poutre en couches ou fibres. Dans la version
bidimensionnelle (poutres planes chargées dans leur plan) utilisée dans EFi-
CoS, les éléments sont discrétisés en couches. Chaque couche est affectée d’un
comportement mécanique uniaxial qui est à priori quelconque. La raideur de
chaque couche est intégrée en prenant en compte son excentricité par rapport
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à la fibre moyenne pour obtenir les relations au niveau des degrés de liberté de
l’élément poutre.

X

Y

X

Y

FIG. 9.1 – Élément de poutre à couches superposées

9.3 Utilisations :

Le programme EFiCoS a été utilisé dans de nombreuses thèses , en incluant
à chaque fois de nouvelles fonctionnalités :

– Liaisons semi-rigides [22]
– Dynamique explicite et effets de vitesse[15].
– Fiabilité [65]
– Grands déplacements [24]

Il a été utilisé pour plusieurs contrats de recherche importants (CASSBA, CA-
MUS, CASSBA II) et a été diffusé dans de nombreux laboratoire de recherches.

9.4 Conclusion

Les choix des modèles de comportement pour les matériaux, des méthodes
d’intégrations et des méthodes de résolution ont fait de EFiCoS un programme
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fiable, robuste et d’une très bonne capacité de prédiction dans les domaines
pour lesquels il est destiné.

On peut regretter que les développements du programme n’aie pas été suf-
fisamment organisé. Il doit maintenant exister un nombre important de ver-
sions incluant des fonctionnalités différentes mais aucune incluant l’ensemble
des possibilités.

Malgré les efforts de nombreuses personnes qui ont contribué au dévelop-
pement d’EFiCoS, aucune version réellement industrielle n’a vu le jour à ma
connaissance.
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