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Résumé. —  Ce texte est une introduction au calcul moulien, développé par Jean Ecalle.
On donne une définition précise de la notion de moule ainsi que les principales propriétés
de ces objets. On interprete les différentes symétries (alterna(e)l,symetra(e)l) des moules via
les séries formelles non commutatives associées dans des bigebres graduées notées A et E,
correspondant aux deux types de colois étudiées par Ecalle, a savoir A(a) =a® 1+ 1®a et

Ay(a;) = Z a; ® ap. On illustre en détail I'application de ce formalisme dans le domaine

I+k=i
de la recherche des formes normales de champs de vecteurs et difféomorphismes.

Abstract (Mould calculus). — This paper is an introduction to mould calculus, as in-
troduced by Jean Ecalle. We give a precise definition of moulds and describe there main
properties. We translate mould symmetries (alterna(e)l and symetra(e)l) using non commu-
tative formal power series in two given bialgebras A and E, corresponding to two coproducts
structure given by A(a) =a® 14+ 1®a and A,(a;) = Z a; ® ay,. We apply this formalism

I+k=i
to the problem of normal forms for vector fields and diffeomorphisms.
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AVANT-PROPOS SUR LE CALCUL MOULIEN

par Jean Ecalle

Les moules sont des objets on ne peut plus concrets et banals : ce sont de simples fonc-
tions d’'un “nombre variable de variables” ; ou si I’on préfere, des fonctions définies sur un

monoide. Mais la-dessus viennent se greffer :

(i) trois opérations de base, plus une douzaine de secondaires.

(i) quatre grands types de “symétrie” ou d’“alternance”, plus une douzaine de secondaires
(iii) une batterie de regles et recettes simples, qui disent comment telle ou telle opération
affecte, conserve, transforme, etc. .., telle ou telle propriété

(iv) une transformation de grande portée, I’arborification , qui sert surtout a rendre conver-
gentes des séries mouliennes divergentes, mais qui possede aussi la propriété inattendue de
“respecter” l'expression analytique des principaux moules utiles

(v) et enfin, bien str, un bestiaire de quelque trente moules fondamentauz, qui surgissent et
resurgissent un peu partout, soit directement, soit comme ingrédients ou piéces détachées
a partir desquelles sont construits les moules secondaires, eux-mémes en quantité indéfinie.

Aussi élaboré que puisse paraitre cet appareil, il reste malgré tout décidément élémentaire
dans ses ressorts. Aussi serait-il trompeur, a mon avis , de parler d’une théorie des moules.
On serrerait sans doute la vérité de plus pres en parlant a leur propos d'un systéme de
notations doublé d'un mode d’emploi sophistiqué, qui permet souvent de poursuivre les
calculs méme la ou la complexité des expressions a manier semble redhibitoire. On pourrait
aussi parler d'un état d’esprit moulien : c’est la mentalié de celui qui ne se contente pas
de théoremes généraux d’existence, d’unicité, etc, nous laissant sur notre faim, mais qui
délibérément recherche l’explicite, car il sait par expérience que c’est presque toujours pos-
sible, toujours payant, et souvent indispensable des qu’on vise des résultats tant soit peu
précis. Et 'on pourrait ajouter que les moules s’incrivent dans une démarche typiquement
analytique : ils permettent en effet de cerner les difficultés, puis de les sérier, puis de les
vaincre , en les examinant tour a tour pour les composantes de longueur 1, 2, 3, etc, jusqu’a

ce que les mécanismes en jeu se dévoilent et livrent la solution générale.

C’est précisément cette démarche qui a permis, en théorie KAM, de dissiper la chimere
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des petits diviseurs surmultiples, qui n’ont aucune espece d’existence, mais qui hantaient
la théorie depuis son origine.
La meéme démarche s’applique, avec le méme succes, a l'analyse des objets analytiques
locaux ( champs de vecteurs, difféomorphismes, équations ou systemes différentiels ou fonc-
tionnels ...) et en particulier a ’étude de leurs invariants holomorphes. Ces derniers sont
souvent réputés “non calculables”, alors qu’ils le sont éminemment - grace aux moules.
Les moules interviennent aussi en théorie de la résurgence, ot d’ailleurs ils prennent leur
origine, car c’est la un contexte typiquement non commutatif, qui a chaque pas requiert
des indexations sur le monoide engendré par C.
Il y a aussi tout le champ des fonctions spéciales et sa “complétion naturelle”, qui est
justement le champ des moules spéciaux. Expliquons-nous. L’Analyse du 19°"¢ siecle avait
pour idéal la résolution explicite des équations (différentielles, etc) au moyen d’un certain
nombre de fonctions spéciales, répertoriées, décrites et tabulées une fois pour toutes. Mais
cela s’est vite révélé impraticable, car aucune collection de fonctions spéciales n’y suffisait.
Aussi 'optique a-t-elle changé et, pour la common wisdom du 20°"¢ siecle, le ‘but’ était
au contraire de trouver des algorithmes de résolution. C’était un progres, mais un recul
aussi : on perdait en transparence ce qu'on gagnait en généralité. Heureusement, les deux
choses sont conciliables : si le champ des fonctions spéciales est trop restreint pour “tout
exprimer”, le champ des moules spéciaux, lui, y suffit - tout en incorporant I'aspect al-
gorithmique, vu le mode de définition, par récurrence sur la longueur, de la plupart des
moules spéciaux.
Qui dit fonctions spéciales dit aussi constantes trancendantes spéciales : les deux choses
vont de pair. La aussi, les moules sont 1'outil idoine : ils sont le langage préadapté dans
lequel se construit et s’étudie le corps dénombrable Na des naturels, qui contient (presque)
toutes les constantes transcendantes naturelles - a commencer par les multizetas, pour qui
les principales conjectures viennent justement d’étre résolues, par une démarche qui, du

début a la fin, utilise les notations et les opérations mouliennes.
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INTRODUCTION

Les raisons du texte

Toute nouvelle notion, en mathématiques comme ailleurs, est souvent source de diffi-
cultés. C’est notamment le cas des moules et comoules introduits par Jean Ecalle au cours
de ses nombreux travaux, aussi bien dans le domaine des formes normales de champs
de vecteurs que dans celui de 1’étude des singularités, ou plus recemment, des propriétés
algébriques des polyzétas. Par ailleurs, il n’est pas toujours facile de situer ces nouvelles

notions et ses éventuelles connexions vis a vis des domaines mathématiques existant.

Il n’existe pas de texte introductif sur le calcul moulien, facile d’acces, et répondant
a ces interrogations. Or, ce travail devient nécessaire du fait de l'utilisation de ce for-
malismes dans des domaines tres différents de son champ d’application initial™. L’objet
de ce texte® est de combler ce vide. Nous allons définir les moules, et les comoules, et
expliciter certaines méthodes associées, comme la méthode d’arborification. Mais surtout,
nous allons préciser le cadre théorique de ces objets, a savoir celle de la combinatoire des
algebres de Lie libre et des bigebres graduées. On verra notamment que certains des mots
nouveaux sont en fait connus depuis longtemps sous une autre terminologie, comme par

exemple, I’équivalence entre un moule alternal et un élément primitif d’une algebre de Hopf.

La plupart du temps, le calcul moulien®® est percu comme compliqué et difficile &
manier. Cette remarque permet aux spécialistes des divers champs d’applications du calcul
moulien de le laisser de coté. Une autre conséquence est que les apports de ce calcul, par
exemple dans I’étude des champs de vecteurs et des difféomorphismes, sont souvent mal

cernés voir ignorés.

Le but de ce texte est de montrer la simplicité d’usage du calcul moulien, et son ap-

port aussi bien théorique que pratique, dans le probleme classique des formes normales

() Je pense ici aux récentes contributions de Jean Ecalle en théorie des nombres sur la combinatoire des
polyzétas.

(2)Ce texte est basé sur mon cours de DEA “Calcul moulien et séries formelles non commutatives” donné
a I'Université Semlalia de Marrakech en avril 2002, et une série d’exposés intitulés “Calcul moulien et
polyzétas” donnés en Mai 2002 a Paris VI en complément du cours de DEA de Michel Waldschmidt
“Valeurs zétas multiples”.

(3)Quand il n’est pas vu comme une “théorie” des moules.
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de champs de vecteurs, via la démonstration de plusieurs théoremes connus, notamment
celui de Bryuno sur la linéarisation analytique des champs de vecteurs non-résonnants en
présence de petits diviseurs.

Bien entendu, les moules permettent aussi de démontrer des résultats nouveaux, souvent
difficiles d’atteinte pour les méthodes classiques®. Mais il est plus facile de s’appercevoir
de la puissance de ce langage en comparant le degré de compréhesion obtenu en suivant
le chemin classique de démonstration d'un théoreme bien établi, et 'approche moulienne.
Outre un apport conceptuel évident, il améliore la compréhension de résultats existants,
au point parfois, de remettre en cause des phénomeénes pourtant bien établis®)

La puissance des moules s’illustre aussi par son vaste champ d’applications, notamment :

i - Résurgence (équation du pont),

ii - Equations différentielles (théorie des invariants holomorphes, théorie des formes nor-
males),

iii - Equations aux différences,

v - Equations fonctionelles,

v - Analyse de Lie,

vi - Théorie des nombres (multizetas symboliques).

J’en oublie surement et je renvoie aux travaux d’Ecalle, notamment son article de revue

[14] pour plus de détails. Passons maintenant a la présentation standard des moules.

Présentation standard des moules

La présentation des moules qui va suivre est essentiellement celle donnée par Ecalle

dans ses articles comme “rappels” sur les moules.

Soit €2 un semigroupe additif. On note Q* I'ensemble des suites construites sur €2. Un
éléments de * sera noté w = (wy, . ..,w,) avec w; € 2 pour tout 7. La longueur d’une suite

(M Par exemple, la démonstration de 'analyticité de la correction dans [15] pour un champ de vecteur
quelconque, qui correspond dans le cas hamiltonien a la conjecture de Gallavotti.

()est le cas de I’étude de la convergence de la correction, introduite par J. Ecalle et B. Vallet [15], qui
met en évidence un phénomene purement algébrique de suppression des petits diviseurs surmultiples. Or,
ces derniers apparaissent dans les manipulations classiques [18], et la convergence de la série se démontre
alors au prix d’estimations tres fines, connues sous le nom de compensation d’Eliasson.
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w se note [(w) = n. On indicera les éléments de Q* sous la forme w’, et ses composantes

comme w' = (wi,...,w!). On note w' ® w? la suite obtenue par concaténation des suites

1,2

i
1
w! et w? (ou w'w? si aucune confusion n’est possible).
La plupart des textes sur le calcul moulien donne la “définition” suivante : les moules
sont des fonctions a un nombre variable de variables. I’ avantage de cette pseudo définition
est qu’elle est “parlante”, et que I'on devine assez bien ce qui se cache sous ce type d’objet.

Dans la suite, nous adopterons la définition suivante :

Définition .1. — Soit K un anneau commutatif. On appelle moule une application de 2*
dans K, 1.e.

o X K

w = Mw).

On notera un moule M*® et son évalutation sur une suite w par M“.

Cette notation pose de nombreux problemes et peut préter & confusion(®. Néanmoins,
afin de faciliter la lecture des textes d’Ecalle par la suite et de permettre une comparaison,

nous allons conserver cette notation.

Les différentes propriétés des moules (alterna(e)lité, symétra(e)lité) proviennent de la
contraction avec des opérateurs non commutatifs vérifiants certaines colois spécifiques. Ces
opérateurs interviennent naturellement dans I’étude des champs de vecteurs et difféomor-

phismes locaux de C”.

Définition .2. — Soit A une algébre sur un corps de caractéristique zéro K. Soit B une
algébre d’opérateurs sur A, non commutatifs, munie de la composition (usuelle). On appelle
comoule une application de ¥* dans B. On note
B
Q* = B
(-1)

w +— By=B, ...B,

n ** 1-

On notera un comoule B,.

Ces algebres seront toujours munies d’une coloi A : B — B ®;, B, application linéaire,
compatible avec la loi de composition sur B. Dans ce cas, (B, A) forme une bigébre au sens

(6)On peut néanmoins lui trouver une justification par la suite dans la relative simplicité qu’elle induit sur
les manipulations algébriques effectives des moules.
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de Bourbaki ([1]). Ecalle considere deux types de colois qui sont :

i-A: B,—-B,21+1® B, ,
ii-A, : B,— Y B, ®B,".
w1 twor=w
Le cas i) correspond aux algebres de dérivations sur A et ii) généralise 1'algebre des

opérateurs différentiels d’ordre p > 1.

L’objet “contracté” d’un moule et d’un comoule se note Py, = Z M?* B,, étant entendu

que la somme est faite sur toutes les suites possibles de Q*.
Deux questions se posent naturellement® dans ce cadre :
i) Py est-il un élément primitif, i.e. A(Py) = Py ® 1+ 1® Py (méme chose avec A,) 7
ii) Py est-il un élément group-like®, i.e. A(Py) = Py ® Py (méme chose avec A, ) ?

Cette information est toute entiere contenue dans les propriétés algébriques du moule

Me*. Autrement dit, les propriétés du moule dictent la nature de I'objet formel associé(?.

Dans le cas ou les comoules appartiennent a une algebre de dérivation, on obtient les
éléments primitifs si le moule est alternal et les éléments “group-like” si le moule est
symétral. Si les comoules proviennent d’un opérateur de coloi ii), alors on a un élément

primitif si le moule est alternel et “group-like” si le moule est symétrel.

On note M (92) 'ensemble des moules sur €2, My, (£2) (resp. Mae(€2)) 'ensemble des
moules alternals (resp. alternels) et Mgy,q(€2) (resp. Mgyme(€2)) I'ensemble des moules

(MDans ce cas, Palphabet © doit posséder une structure de semi-groupe pour donner un sens  w; + wa.
(8)Le naturel dont il est question ici peut prendre deux formes, suivant l'intérét du lecteur :

- soit au niveau des applications, en montrant que la recherche des éléments primitifs et group-like est
indispensable. C’est ce qui est fait dans le dernier chapitre sur les formes normales de champs de vecteurs
et difféomorphismes.

- soit au niveau algébrique, ou ces deux notions correspondent aux dérivations et automorphismes de
I’algebre sous-jacente, ce qui est détaillé dans la partie 2.

) On trouve aussi la terminologie moins courante d’élément diagonal.

(10 La terminologie de moule correspond bien & cette idée.
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symétrals (resp. symétrels). Nous avons le diagramme suivant :

exp
M® € Mawa(Q) T, N* € Moyma()
¢ |
exp
M* € Mure() T, N* € Myme(9).
Les différentes opérations sur les moules, notamment les opérations d’addition, multi-
plication et composition, se déduisent des opérations correspondantes sur les opérateurs
formels associés. On démontre ainsi que Myjq(c) muni de la composition et Mjpq(e) muni

de la multiplication sont des groupes.

Jean Ecalle dégage donc de ces questions, une algebre, appelée algebre des moules,
et qui, suivant les remarques précédentes, interviendra dans toutes les questions d’ordre
constructif sur les bigebres graduées (B,A) et (B,A,). L’algebre des moules que nous
présentons formellement ici, sera détaillée et explicitée dans le reste du texte.

Algebre des moules. Soit M(Q) l'ensemble des moules définis sur 2, muni des

opérations
i) addition : A* = M*® 4+ N°® = AY = M« + N«
i) multiplication : A®* = M® x N® = A% = Z N<' M,

wlew?=w

forme une algébre non commutative.

Si 2 a une structure de semigroupe, l’algebre des moules, peut étre munie d’une loi de

composition, notée o, compatible avec les lois + et X, et définie par

s

iii) composition : A®* = M® o N®* = A = Z M"‘”l”""’H‘“S”Nwl---Nw; ot

s>0,wl. .ws=w
n
lwli= o
=1

L’algébre des moules muni des opérations (4, X, 0) est une algébre a composition.

Par ailleurs, on a les résultats de stabilité suivants sur les moules :
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Propriétés de stabilité des moules. On note S“9' un moule symétra(e)l et AX)!

un moule alterna(e)l. On a :
i) SN x Gale)l — Gale)
Zz) (Sa(e)l)—l x Aae)l y ga(e)l — A“(e)l,
i) A%l o Adl = pale)l

Il y a d’autres propriétés qui seront détaillées par la suite.

Plan du mémoire

Ce mémoire est constitué de 5 parties.

La partie 1 consiste en quelques rappels de la théorie des algebres de lie, des algebres
enveloppantes d’algebres de lie, et les notions importantes de cogebres et bigebres, qui

seront au coeur de ce travail.

La partie 2 est entierement consacrée au calcul moulien, i.e. a la combinatoire de
deux bigebres, notées A et E, qui interviennent dans tous les travaux d’Ecalle. On en
donne deux sources naturelles, a savoir les dérivations sur une algebre, et les opérateurs
différentiels. On y définit aussi les principales symétries des moules, et leurs traductions
dans la terminologie des algebres de lie libres.

La partie 3 introduit 'opération de composition des moules, qui est I’analogue non com-
mutatif de la substitution des séries formelles. On décrit en détail la structure d’algebre
a composition ainsi obtenue, ainsi que diverses structures associées, comme les groupes

alerna(e)ls et symetra(e)ls.

La partie 4, qui peut étre omise dans une premiere lecture, traite de questions théoriques
sur les moules. On donne une interprétation des symétries secondaires alternil/symetril.
On démontre que certaines symétries de moules peuvent s’établir sans calculs, si ces

moules vérifient une équation différentielle donnée.
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La partie 5 enfin, discute la construction des formes normales d’objets analytiques locaux

(champs de vecteurs et difféomorphismes).
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PARTIE I
PRELIMINAIRES

Cette partie consiste en quelques rappels succincts sur les algebres de Lie libres, les
notions de bigebres et de cogebres.

1. Algebre associative et algebre de lie libre

On renvoie au livre de Serre ([25], LA, Chap.4) et Bourbaki ([1], chap.2) pour les
démonstrations des résultats rappelés dans le §1.

On rappelle quun magma libre est un ensemble M muni d’une application
M x M — M, notée (z,y) — zy.

Définition 1.1. — Soit X wun ensemble fini. On définit par récurrence une famille

d’ensembles X,,, n > 1, tels que

7,) Xl - X,
i) pour n > 2,
(1.1) Xo= ] % x A,
pt+qg=n
p,q>1
ou || dénote la réunion disjointe.
Remarque 1.1. — Un élément de X5 est un couple (z,y) avec x,y € X ; un élément de

X3 sera de la forme (x,(y, 2)) ou bien ((z,y), z), etc. De maniére générale, l’ensemble X,,

est l’ensemble des mots parenthésés de longueur n.

On note Mx = H X, et on définit la multiplication

n=1

My x My — Mx,
(1.2)

Ty X Ty —  (xp,xy) € Xpyqg C My,
ouz, € &,, x, € X, et la flecche — dénote I'inclusion canonique définie par ii). My est un
magma libre sur X. Un élément w de Mx peut étre vu comme un mot non commutatif et

non associatif de X. Sa longueur I(w) est 'unique n tel que w € AX,,.
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Soit K un corps, et soit Ax la k-algebre du magma libre My ; les éléments o € Ay sont
les sommes finies
(1.3) a= Z Cm =My Cp € KL
meMx
La multiplication dans Ax étend la multiplication dans My ; on continue donc a la noter
(+,-). L’algebre Ay est appelée [’algébre libre Ax sur X.

Soit I I'idéal de Ay engendré par les éléments de la forme (a,a), a € Ax, et par ceux de
la forme J(a,b,c) = ((a,b),c) + ((b,¢),a) + ((¢,a),b) avec a,b,c € Ax. L’algebre quotient
Ax /I est appelé algébre de Lie libre sur X et se note Lx.

Soit ULx 1algebre enveloppante universelle de Lyx. Cette algebre est isomorphe a
I’algebre Assx de “polynomes associatifs mais non commutatifs sur X”.

Nous utilisons la notation suivante pour ces polynomes. L’ensemble X étant supposé

fini, posons X = {Xj,..., Xy}. Pour tout » > 1, on note Q* 'ensemble des suites w =
(Wiy...,wy) avec w; € {1,..., N} pour 1 < i < r. Pour chaque r, on note Q*" le sous-
ensemble de 2* constitué des suites de longueur r. A toute suite w = (w1, ...,w,) € Q*, on

associe un mot de Assx, a savoir X, := X, ... X,, .
Un élément m € Assx s’écrit alors
(1.4) m=> M“X,,
we
avec les M* € K presque tous égaux a 0.

L’inclusion de Lx dans son algebre enveloppante universelle UL x donne une inclusion
Ly — Assx puisque ULx ~ Assy ; ce morphisme est donné explicitement par

Ly <— Assx
[Xi,Xj] — XZXJ —X]Xl
Le produit direct Lx x Lx est aussi une algebre de Lie, munie du produit de Lie donné

par

(16) (2. (1)) = (e, 12, 91)
On a I’homomorphisme diagonal d’algebres de Lie

,CX — ,CXx,CX

(L.7) r — (z,z).
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Comme on a un isomorphisme

donné par
(L9) (z,y)—»r@1+1®y,

I’lhomomorphisme diagonal induit un homomorphisme appelé coproduit :

A:ULxy — ULx®ULx

(1'10> T — z®R1+1Q .

Comme ULy ~ Assx, nous avons donc un coproduit
(I.11) A Assy — Assxy @ Assx.

Le résultat important suivant caractérise de maniere naturelle la sous-algebre de Lie Lx

a l'intérieur de Assy :

Théoréme I.1. — Soit X un ensemble fini; alors l'algebre de Lie libre Lx sur X coincide

avec l’ensemble des éléments primitifs de Assy, c’est a dire

(L.12) Lx={me Assx, Am=m® 1+ 1R m}.

Soit M l'idéal de I'algebre Assy engendré par 'ensemble X, c¢’est-a-dire 1'idéal de tous

les polynomes sans terme constant ; il est engendré par les monémes (non commutatifs).

On définit une application

(1.13) M — Ly
en posant
1
(1-14) @D(le o 'pr) = ;H o [[Xw17Xw2]> XW3] T 7XWT—1]’ pr]

pour les monomes et en I'étendant par linéarité a tout M.

Comme Lx C Assy, et d’ailleurs méme Ly C M, on peut restreindre 1 a ce sous-

ensemble, et on obtient le résultat suivant, appelé théoréme de projection :

Théoréme 1.2. — L’application ¢ est une retraction de M sur Lx, i.e. on a Yz, =

idg .
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Par exemple, on sait que I’élément X; X5 — X5 X7 € M appartient en fait a Ly, puisqu’il
s’agit de [ X7, Xs]; on a bien

(1.15) D(X1Xs — XoX1) = %[Xl, X,] — %[Xg,Xl] X, X

Les algebres Lx et Assy sont munies de graduations naturelles par la longueur; on
appelle L% resp. Ass’% I'ensemble des combinaisons linéaires de crochets (resp. de mots)

homogenes de longueur n.

On a donc
(1.16) Assx :éAss}, Lx :éﬁ}.
r=0 r=0
On prend les complétés par rapport a ces graduations, que ’on note
(L.17) Assx = ﬁAss"X, Ly = ﬁﬁ};
r=0 r=0
un élément m d’un tel complété peut étre représenté par une serie formelle
(1.18) m:ilﬁzfxz M”Xw),
r=1 r=0 weQ,

avec Y, € Ass’y ; nous noterons cette somme de maniere condensée

(1.19) m=> MX,.
Un élément de Assy est entierement déterminé par la donnée de ses coefficients M*®.

Soit M € Assy lidéal engendré par ’ensemble fini X ; c’est donc l'idéal des séries

formelles sans terme constant. On définit les applications

(1.20) exp:M—14+M, log:14+M— M,
par les formules usuelles
" 0 . "
(1.21) exp(x) =) — log(1+z) = (~1) HH'
n=1
On a
(1.22) exp log = logexp = 1.

On définit le produit tensoriel complété

(1.23) Assx®Assy = H Assh @ = Ass¥,

p,q
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et on note que le coproduit A s’étend aux complétés, ainsi que le théoreme 1.1, c’est-
a-dire que Ly s’identifie a 'intérieur de Afssx avec l’ensemble des m € AAssX tels que

A(m)=m®1+1®m dans Assxy®Assx. On a le résultat important suivant :

Théoréme 1.3. — L’application exp définit une bijection de ’ensemble des éléments pri-
mitifs a € M, c’est-a-dire tels que Aa = a® 1+ 1Q® «, vers l’ensemble des 3 € 1+ M
tels que AB = [ ® [.

2. Cogebres et bigebres
2.1. Cogebres et coproduit. — Soit K un corps.

Définition 1.2. — On appelle cogébre sur K un triplet (E,A,e) ou E est un K-espace
vectoriel, A est une application K-linéaire A : E — E ®; E, dit coproduit de E, et

e: E — K est une application K-linéaire, tels que
(1.24) c(idp @ A)o A= (A®idg) o A

On donne un exemple dans la prochaine section.

2.2. Bigebres et graduations. — Une bigebre est un quintuplet (E, u, 1, A, €) tel que

E,u,m) est une algebre, i.e. E est un K-espace vectoriel, et p : F®x F — E et

=
~ o~

— FE sont des applications K-linéaires telles que

6) po(pl)=po(leopu) :E®x E®g E — FE,
) po(l®n)=po(nel)=1 E— F,

en identifiant K®@g F = F g K = F.

(2) (E,A,¢) est une cogebre (voir §2.1)
(3) A et € sont des homomorphismes d’algebres.

Une bigebre est graduée si 1'algebre sous-jacente est munie d’une graduation.

Définition 1.3. — Dans toute la suite, un élément x d’une bigebre E2 munie d’un copro-

dutt A sera dit primitif si
(1.28) Ar=2r1+1®u,
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et “group-like” si

(1.29) Ar=z®x.
2.3. Exemples. —

2.4. Algebre de dérivations. — On renvoie au livre de Jacobson ([19], chap.1, §2,
p.7-8) pour plus de détails.

Soit A une K-algebre non associative quelconque. Une dérivation D (ou opérateur

différentiel d’ordre 1) sur A est une application linéaire de A dans A satisfaisant
(1.30) D(zy) = (Dz)y + z(Dy).

On note Der(A) 'ensemble des dérivations sur A.

Soient Dy, Dy € Der(A); on a

(D1 + Da)(zy) = Di(zy) + Da(zy),
(L31) = (Dwr)y + 2(Dry) + (Dax)y + 2(Day),
Par conséquent Dy + Dy € Der(A). De méme, on a a = Dy € Der(A) si a € K. On voit
donc que Der(A) est un K-espace vectoriel.

On peut composer les dérivations; la composition de D, et D; est donnée par

DyDy(zy) = Do((Dyx)y + x(D1y)),

(1.32) = (DyDy2)y + D1xDyy + DoxDyy + Do Dy

On peut méme donner la formule générale pour I'action d'un opérateur différentiel B =
Dyo---0D, dordre r sur xy; elle n’est pas bien belle, mais elle peut étre utile.

Définition 1.4. — Pour chaque entier r > 1, nous introduisons l’ensemble P, de paires
(1.33) (G vin)s Gt o)
de suites d’entiers, sous-ensembles de la suite (1,...,r), telles que
n+m=r
1<y <pga< <1, <r
(1.34) I<n<p<-<jn<r

{is, .y} V{1, Jm =0
{i1, . i} U{d1, - dmt =11,...,r}.
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Les paires (@, (1,... ,7’)) et <(1, cey T, @) sont incluses dans P,.. Nous écrirons souvent

i pour (iy,...,in) et j pour (ji,...,Jm)), donc (i,j) € P,.

L’action d’un opérateur différentiel B est donnée explicitement par

(1.35) B(xy) = ) (Bi)(By)

(i,J)EPr
ou

(1.36) Bi=D;Di,---D;, et B;j =D Dj,---D

La composition de r dérivations forme un opérateur différentiel d’ordre r, qui n’est pas
une dérivation si r > 1; 'ensemble des dérivations ne forme donc pas une algebre pour

cette multiplication.

Par contre, en posant [Dy, D3| = D1 Dy — Dy Dy, on obtient
(I?)?) [Dla Dz]xy = ([Dl, Dg]x)y + $([D1, Dg]y) .

Par conséquent, [Dy, Do) € Der(A) et [, | fait de Der(A) une algebre de Lie appelée
algébre de Lie des dérivations ou algébre de dérivations de A.

Soit F(A) = Dy,..., D;, une famille finie de dérivations de Der(A). On note K((F(A)))
I'anneau des séries formelles sur I'alphabet F'(A). Précisons que nous considérons l'identité
id4 comme l'unique opérateur différentiel d’ordre 0, et nous l'identifions avec 1’élément

1 € K. De cette maniere, tous les éléments de K((F'(A))) sont des opérateurs sur A.
On peut munir P'algebre K((F(A))) d’'une structure de cogebre.

Counité. On note € 'homomorphisme
(1.38) e : K((Der(4))) — K

défini en associant a chaque série formelle de K((F'(A))) son terme constant.

Coproduit. A toute dérivation D € Der(A) on associe un opérateur de A® A dans A® A,
noté D, par

(1.39) D(p®v) =Dp @Y+ ¢ @ Dip.
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Si Dq et Dy sont deux dérivations, on construit une application naturelle de A ® A dans
A ® A notée Dy ® Do, définie par

(1.40) (D1 ® Dy)(¢ @) = D1 @ Day.
Finalement, on définit une application linéaire A de Der(A) dans Der(A) ® Der(A) par

A
(1.41) Der(A) = Der(A) ® Der(A),
D — D®1+1®D.

On note que
(1.42) D = A(D).

De plus, en notant u I'opérateur linéaire de A ® A dans A défini par ¢ @ ¥ +— ¢ - 1), on
a I'égalité
(1.43) Dopu=puoA(D),

traduisant la commutativité du diagramme
A(D)
—

AR A AR A,
(L44) " %
A LA
On peut définir directement A en posant
(1.45) A(B)= > Bi®B;.
i+j=r

Notons que A(1) =1 ® 1, et de plus, on a la formule utile
(L.46) A(B1B;) = A(B1)A(By).

Pour le voir, on commence a 'ordre 2 :

A(D1Ds) = (D1Ds3)®1+ D1 ® Dy+ Dy ®@ D1+ 1® (D1Ds)
(1.47) = (D1®14+1®D1)(D:®1+1® D)
A(D1)A(Dy).

et on continue par récurrence.

Lemme I.1. — Le triplet D = (K((Der(A))), A, e) est une cogébre.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier les axiomes de la définition 1.2, i.e.

(dp®e)oA=(e®idp)oA=idp : D —D
(idp @A) o A = (A®idp)oA : D —D@D®D.

ott D = K((Der(A))).

(1.48)
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Montrons d’abord qu’elles sont valables pour 1 € D, ensuite pour une dérivation D,
puis pour un opérateur différentiel d’ordre r, et finalement pour un objet quelconque de

D, i.e. une combinaison linéaire infinie des objets ci-dessus.

Pour 1, en fait, c’est évident. Soit donc D € D une dérivation. On a
(idp®e)o A(D) =(idp®e)(D®1+1® D)

(1.49) -D
=(e®idp)(D®1+1® D)

et

(idp ® A) o A(D) = (idp@A)D®1+1® D)
(1.50) =DPDR1I®1I+1®De1+1®1® D)
(A®idp)(D®1+1® D).

Montrons maintenant que les relations sont satisfaites pour tout opérateur différentiel
B € K((Der(A))).

Nous savons que B = Dj o Dy o ---0 D,; nous allons profiter de I'equation (1.46).
Supposons donc que les relations sont satisfaites pour tout opérateur différentiel d’ordre
< r (on vient de voir que c’est vrai pour r = 1). Posons B’ = Dy o Dyo---0D,_4. On a

alors
(idp @ €)(A(B)) = (idp ® ) (A(B")A(D,))
(151) = (idp ® ) (A(B")) (idp ® ¢) A(Dr)g
' = (e ®idp)(A(B")) (e ® idp) (A(D,)
= (e ®idp)(A(B)),

ou I'hypothese de récurrence a été utilisée dans la troisieme égalité et on utilise aussi le

fait que (¢ ® idp) et (idp ® €) sont des homomorphismes de K-algebres.

Pour la méme raison, pour la deuxieme relation, on a simplement

(idp ® A)(A(B)) = (idp @ A)(A(B)A(D,))
= (idp ® A)(A(B"))(idp @ A)(A(D,)
(1.52) (A ®1idp) A(B’); (A ®idp) EA(DT)g
= (A ®idp) (A(B)A(D,))
= (A ®idp)(A(B)).

Pour terminer la démonstration du lemme, on étend le coproduit A a tout K((Der(A)))
par linéarité. O
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2.5. Algebre d’opérateurs différentiels. — Un deuxieme type de coproduit intervient
naturellement dans ’étude des opérateurs différentiels d’ordre » > 1, que nous notons B
(ou B,) pour les distinguer des dérivations, habituellement notées D.

Nous avons vu que I’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre r sur A pour tout r > 1
forme une A-algebre, notée Op(A), sous la multiplication correspondant simplement & la
composition des opérateurs. A partir de B,, on définit une application de A® A dans A® A
par

(1.53) B¢ ®¢) = Y Bi¢p® By,

i+j=r

ou le sens de cette somme est comme dans (1.35). On obtient un coproduit A, défini sur
K{{Op(A))) par

Op(4) 2% Op(4)® Op(A),

B, — Y B;®B;

i+j=r

(1.54)

On a bien str, pour tout B € Op(A), en conservant les notations précédentes
(L.55) Bop=poA.B).

Notons que 'equation (1.46) reste valable pour A,.

Lemme I.2. — L’espace vectoriel K((Op(A))), muni du coproduit A, et de 'application

linéaire € du lemme 1.1, forme une cogébre.

Démonstration. — Pour tout opérateur différentiel B d’ordre r > 0, nous vérifions direc-
tement que
(idg ® A)(AL(B)) = (dp® A (D (Bi® B)))
i+j=r
= ) (idy® A)(Bi@ By)

i+j=r

= (B;®ABy))

i+j=r

= Z (B ® Z (B @ Bj,))

i+j=r i'+5'=j

il 4§ =r
et
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(A ®idp)(Au(B) = (A ®idp)( Y (Bi® By))
=) (A@ id;)(Bi ® Bj)

i+j=r

- Y @aBeB)

i+j=r

= > () (Bi®B))®B))

ibj=r i+j'=i
i+ +j=r
qui est évidemment la méme chose. Pour la deuxieme relation, on a
(idp ® ) (A(B)) = (dp®e)( > (B;® By))

i+j=r
= > (dp®e)(Bi®B)
i+j=r

=B,
puisque ¢(B;) = 0 sauf si j = 0, auquel cas B; =1 et ¢(B;) = 1.
De méme, bien stir, on a

(e ®idp)(A(B)) = (e@ide)( Y (B; ® By))
i+j=r
=Y (e®idp)(B; ® B)) = B,

i+j=r

ce qui termine la démonstration.

23
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PARTIE 11

CALCUL MOULIEN

On définit les moules et les principales opérations algébriques sur ces objets via les
séries formelles non-commutatives associées. On donne la traduction des diverses propriétés
algébriques des séries (primitive/group-like) sur les moules associés, pour les bigebres A et
E, consuisant aux symétries alterna(e)l/symetra(e)l respectivement.

1. Moules

Soit A un alphabet. On note A* ’ensemble des mots construits sur A. Les moules sont
définis par :

Définition I1.1. — Soit A un alphabet et K un anneau. Un moule sur A a valeur dans
K est une application, notée M*®, de A* dans K.

La notation M*® pour désigner une application de A* dans K n’est pas usuelle, mais elle
coincide avec la notation utilisée par Jean Ecalle.

Par convention, un moule M* étant donné, on note M la quantité M*®(a) pour tout
a e A"

Les moules sont évidemment en correspondance bi-univoque avec les séries formelles
non commutatives de K((A)). En effet, a tout moule M*® sur A, on associe la série
S(M) = Z M*%a et vice versa.

acA*

La structure d’algebre de K((A)) se transporte sur I'ensemble des moules sur A a va-
leur dans K, noté Mg(A). Nous allons voir que ce passage des séries aux coefficients est
souvent intéressant dans de nombreuses applications. Par ailleurs, les différentes propriétés
algebriques des séries S(M) se lisent completement sur le moule associé, ce qui justifie a

posteriori la terminologie.
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2. Les bigebres A et E

Le travail d’Ecalle repose sur 'étude combinatoire de deux bigebres, notées A et ED,
et qui miment pour l'essentiel les propriétés des bigebres D et B des séries formelles sur

les dérivations et les opérateurs différentiels respectivement.

Soit K un corps. Soit X un alphabet et Y = (y;);en un alphabet codé par un semi-groupe
additif(1?).

On note K((X)) (resp. K{(Y))), la K-algebre des séries formelles non commutatives
formée sur X* (resp. Y*).

Définition II.2. — On note A = (K((X)),e, A) la cogébre définie par :

i) le coproduit A est défini sur les lettres x de X par
(IL.1) Alz)=z®1+1®z, VrelX.
Le coproduit d’un mot x = x; ...x, se calcule via la propriété
(I1.2) A(z'z?) = A(z")A(2?), Vo' a® € X
On étend A o K((X)) par linéarité, en particulier
Ay =A(1)=1®1.
i1) On définit la counité € par :
K{X) — K,
(I1.3) Z Mz o MY,

reX*

Le coproduit A de A est le coproduit naturel. La propriété (I1.2) traduit le fait que A

est un morphisme d’algebre.

(1) J’ai emprunté cette notation & C. Even.

(12)Pour simplifier Pexposé, j’ai choisi de coder I’alphabet par le semi-groupe N. Néanmoins, ensemble
des calculs menés sur Y se transposent sans problémes sur un alphabet Yo = {y,}weq, ot Q est un
semi-groupe quelconque. Dans ce cas d’ailleurs, on remplace la lettre y,, par ’élément du semi-groupe w
si aucune confusion n’est possible. Dans la suite, lorsque des w apparaitront dans le context de ’alphabet
Y, il faudra comprendre “le cas général ol on a un semi-groupe pour coder l'alphabet”.
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Définition I1.3. — Rappelons que Y est un alphabet codé par un semi-groupe. Notons
E = (K{(Y)), A, €) la cogébre définie par :

i) Le coproduit A, est défini sur les lettres de Y par
L. A=Y wew
i+j=r

On étend A, a Y™ par la propriété :

(IL.5) A*(glf) = A*(gl)A*(g2), Vyl,f =

On étend A, a K{({Y)) par linéarité.

ii) la counité sur E est définie comme dans la définition 11.2, ii).

On voit que les cogebres A et E sont en fait des bigebres : en effet, K((X)) (resp.
K{(Y))) est une algebre, A et A, sont des homomorphismes d’algebres, et la condition

sur € est évidente.

Encore une fois, A et E sont des bigebres graduées, car les algebres K((X)) et K((Y))
sont munies de la graduation naturelle donnée par la longueur des mots dans I'alphabet X
(resp. Y).

3. Combinatoire sur A et E, battage et battage contractant

3.1. Combinatoire sur A. — On prend comme ci-dessus un corps K de caractéristique
zéro et un alphabet X. On considere la K-algebre K((X)). Plagons-nous dans la bigebre
graduée A obtenu en munissant K((X)) du coproduit A de la définition II.2.

Soit X* 'ensemble des mots (ou suites) de lettres de X, y compris le mot vide ). Nous
écrivons = = (x1,...,2,) pour un élément de X*. L’entier r s’appelle la longueur de la

suite; si r = 1 alors z € X, et 'unique élément de X* de longueur 0 est ().

Notons C'(X) l'ensemble des couples de suites de X*; on note un couple de suites

(@hz®) = (o1, ); (21, 2).

Définition IL.4. — A chaque x € X*, soit C, le sous-ensemble de C(X) de couples de

suites “engendré par A(z)”, i.e. apparaissant dans l'expression de A(x).
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e Pour r =0, on a
donc

e Pourr=1,0n a
Alz)=z®1+1®x
donc
C, = {(:0), (:2)}.
e Pour r =2, onazx = (r1,23) et
Azixe) = Ax1)A(x9)
= (@ ®1+1@11)(T2®@1+1® 1)

2129 Q@1+ 2o @11+ 01 Q29+ 1R T4
= 20+ 2310+ 11 QT+ 0 ® 2.

donc
Com(ar,ze) = (@3 0), (215 22), (w25 21), (B;2) },

e Pour tout » > 0, on a |C,| = 2" si z contient r composantes distinctes. De maniere
générale, on voit que I'ensemble des couples apparaissant dans I'expression de A(x), c’est-
a-dire les couples de C,, est donné par

(I1.6) Co = {<£ Zj

)1 @d) € P,

ou z = (x1,...,x,) est une suite de X* de longueur r, la définition de I’ensemble P,
des paires de suites d’entiers associé a un entier r > 1 est donnée dans la définition 1.4 du
61.2.4, et pour

Z:(ilw"ain)a l:(]h?]m)
on a
z; = (Tiy, -+ Tiy ), @l:(le,...,:z:jm).
Nous arrivons maintenant a la définition et aux résultats principaux de cette section.
Définition I1.5. — Soit (z';2%) un couple de suites. On appelle battage de (x';x?) et on

note sh(z!, 2%) 'ensemble des suites obtenues en mélangeant les éléments des deur suites
a2t et 2% en préservant l'ordre interne de chacune d’elles.

Exemple. Soit 2! = (a,b) et 2° = ¢, alors

(IL.7) sh(z',2%) = {(a,b,¢), (a,c,b), (c,a,b)}.
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Proposition I1.1. — Soit (z';z%) un couple de suites. L’ensemble des mots s telles que

(x'; 2%) soit dans Cy est donné par 'ensemble de battage sh(z!, z?).

Démonstration. — Pour démontrer cette proposition, nous introduisons une action de X

sur C'(X) qui nous aidera a classer les couples apparaissant dans C,.

Soit x € X, et 2!, 2? € X*. La multiplication dans K{(X)) ®x k({X)) des deux éléments
A(X) et z!' ® 2% donne

(I1.8) Alz) - (z' ©2%) =2z’ @ 2° + 2’ @ 22,

Cette formule peut se traduire en une action, ou plutot une somme de deux actions de
X sur C(X). En effet, définissons deux actions de X sur C'(X) comme suit :
at: X xCX) — C(X),
(z,(z"2%) — (2 (2,2%),
a: X xCX) — CX),
(z,(zh2%) — ((z,z');27),
ol (z,z") dénote la concaténation des suites z et z° dans X*.
Pour tout = € Q, les opérateurs a, et a) vérifient

+ - =t
ay A, = g a .

Les actions de a et de a, sont non commutatives :

+at — gt gt — : Do
On aaf af =al al (resp. a 2,07, ) si et seulement si z; = 5.

T1 T2 T2 Ty =a

10z
L’égalité (I1.8) se traduit par la relation récursive suivante sur les ensembles C;, :

(119) Ci = (:L‘l, - ,$r) = a; (C(xz,.--,xr)) + a;l (C(xg,...,a:r)) ,

ou I'on étend les a™ et a~ aux ensembles de paires en prenant la somme.
Autrement dit, on a I’énoncé suivant qui découle en fait immédiatement de cette re-

marque :
Lemme II.1. — Soit x = (xy,...,x,). Alors les éléments de C, sont donnés par
(I1.10) aZtaZ? ... a3l (0;0),

ono; ==x1,1i=1,...,r.

Nous terminons maintenant la démonstration de la proposition II.1.

Une direction est facile : si z € sh(z!, z?), alors (I1.6) montre que (z'; z?) € C,.
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Supposons donc que z est une suite telle que (z';z?) est dans C,. Alors la longueur r
de z est égale & la somme des longueurs de z' et de z? (disons n et m respectivement avec
n+m = r). Ecrivons = (z1,...,2,). On a vu au lemme II.1 que les 2" éléments de C,
sont donnés par

gt (0:0)
ouo; = +£1.

Si (z!;2%) € C, i.e. si z est un r-uple tel que

(I1.11) aZl - agr(0;0) = (z*; 2%),
alors il y a n des o; qui sont égaux a —1, disons o;, = -+ = 0;, = —1, et les m autres
sont égaux a +1, disons 0;, = --- =0, = +1, ot {ir,..., 0, } U{j1,...,Jm} ={1,...,7}
et 1<y <, <1< << <.

Alors (IL.11) implique que (i, ..., 8:,) = (Wi,...,wp) et (sj,,...,8;5,.) = (23,...,22),
ce qui équivaut a dire que z € sh(z!, z?). O
3.2. Combinatoire sur E. — Placons-nous maintenant dans la bigebre E, c¢’est-a-dire

dans l'algebre K((Y)) munie du coproduit A, de la définition II.3. Rappelons que Y est
un alphabet codé par un semi-groupe, et que Y* dénote I'ensemble des suites (ys,, ..., ¥s,)
de r éléments de Y ; la suite de longueur r = 0 est (). On considere la concaténation yy' de
deux suites dans Y*; il est entendu que g@ = @g = y; la longueur de la suite concaténée
de deux suites de longueurs n et m respectivement est n + m.

Définition I1.6. — Comme au §5.1, nous associons a chaque y € Y™ un ensemble de
couples de suites C; “engendré par A.(y)”, i.e. contenant tous les couples apparaissant

dans la somme A*@)

e Pour » = 0, d’apres la définition I1.3, on a

donc

(I1.12) Cy = {(0;0)}.

ePourr=1lety, €Y, ona

(11.13) Ays) = D w O ure
k+l=s

On a donc

(I11.14) C;,*Sz{(yk,y»\k+l:s,0§k,l§s}.
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e Pour r = 2, si y; et y; sont deux lettres de Y et on pose y = y;y;, on a
Au(y) = Au(wi)As(yy)

(IL.15) - (Z o ®yl)( 2w ®yl')

k=i K/l =j
= E E YrYr @ Yryy .
k=i k' +1'=j

On obtient donc
(IL16)  C: = {<ykyk/;y1yl/)> kK =i, [ +0 =4, 0< kK <i, 0<1,I gj}.

On arrive a la définition et aux résultats principaux de cette section.

Définition I1.7. — Soit (gl;f} un couple de suites. On appelle battage contractant de
(y';y%), et on note csh(y',y?), 'ensemble des suites obtenues par battage de (y';y*) suivi
de la contraction éventuelle

(1117> (ysll ) ys?) - ys}+s?7

d’une ou plusieurs paires (yq,vy2) d’éléments consécutifs provenant de y' et y>.
[ J = =

Proposition I1.2. — Soit <Q1;g2> un €lément de Y x Y*. L’ensemble des suites y telles
que (y';y*) soit dans C; est donné par le battage contractant de (y',y?).

Démonstration. — Soient a® et a~ les opérateurs introduits au §3.1. Notons les faits

suivants.

e Pour y; € Y, les éléments de C} s’obtiennent en appliquant au couple (0; ), seul élément

de Cj, tous les opérateurs

(I1.18) ay_SIa;:2 avec s34+ Sy =38, 0 < 81,89 < s}.

e Pour y = ys, ... ys, € Y", r > 2, les éléments de C; s’obtiennent en appliquant tous les
opérateurs

(I1.19) a, ab avec ki+ky=s1, 0 <ky ky <s1}

Yk Yko

aux couples de C;S2 .. On résume ce résultat dans I'énoncé suivant.
N ™

Y

Lemme I1.2. — Soit y = Yy, ...Ys, une suite de Y™, et C; l'ensemble des couples de
suites engendré par A.(y). Tout élément de C;; est de la forme

(11.20) by, by, - - by, (050),
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ot chaque opérateur by, est de la forme

0 a7t A R i A
(I1.21) by, = a, a, —avec sp+sy=s;, 0<s),8, < Si}.
1 2

Terminons maintenant la démonstration de la proposition I1.2.

Pour la premiere direction, on suppose que y = ys, ... ys, € csh(y',y?), t <.

Ceci veut dire que y est obtenu d’un élément de sh(gl,f), donné par une partition
de {1,...,r} comme d’habitude en deux sous-ensembles {iy,...,i,} et {ji,...,jm} avec
n + m = r, par additions successives de paires d’éléments adjacents provenant de gl et gz
respectivement.

En d’autres termes, on a pour 1 <1 <, y,, est égal soit a une composante de Ql, soit
a une composante de QQ, soit a la contraction d’une composante de gl et une composante
de y°.

Pour 1 <i <t, on pose

— . o 1
ay 81 Ys; = Yl est une composante de Y
J
(11.22) by, = aqjg ) S Ys, = Ys2 est une composante de QQ
o “k
-t
aysl_aysi 81 Ys; = Ys 14s,2
J

Alors by, ---b,, (0;0) € C; par le lemme I1.2, et by, ---b,, (0;0) = (y*;y?), ce qui
prouve que si y € csh(y', y?), alors

<
<

(I1.23) (y'sy°) € Cy.

On démontre maintenant la direction inverse, a savoir : si y = y,, ...y, est tel que
(gl;g2> € Cy, alors y € csh(gl,f).
Par le lemme II.2, on sait que

(I1.24) (' y?) = by, - by, (0;0) = <(ys} SRR TEN y>

—a at ' 1 2 _ o
avec by5¢_a51aysz pour 1 < <t et s; +s;=s;.

Supposons (iue Zgl =Yk, -+ Yk, €t g2 =1y, ...y, On constate donc que

(11.25) Y= Uk Yk = Yl - Yl

et

(I1.26) QZ =Yl Yl = Ys2 - Y2
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Avec les conditions s} + s? = s; pour 1 < ¢ < ¢, ceci force la valeur de chaque Ys: et yg2.

En effet, on a forcément

(ykj, 0) Sl Ys;, = Y, est une composante de gl
(I1.27) (ys1,y2) =< (O,y,)  siys =y, est une composante de
(ykj,ylj,) si s; = kj + [j; est une somme.

Ceci termine la démonstration de la proposition I1.2. ]

4. Eléments primitifs de A et E

4.1. Eléments primitifs de A. — On se place de nouveau dans la cogebre A, d’algebre
sous-jacente K((X)), sur alphabet X. Rappelons qu'un moule est naturellement associé

a une série non commutative dans les variables x € X, i.e. un élément

> Mz e K((X)).

zeX*
Définition I1.8. — Un moule M* est dit alternal si

(11.28) Yo o ME=0 va'2’eX*\{1}.

zesh(z! z?)

Soit = (z1,...,x,) une suite, et [(x) = r sa longueur. L’action de A sur z donne une

expression de la forme

(11.29) Az)=z@l+lez+ Y z'o

(z1,22)eCy

ot Cp = Cy \ {(z: 0), (B;2)}.

Le but des deux théoremes suivants est de démontrer que 1’alternalité d’un moule
exprime sa primitivité en tant qu’élément de la cogebre A (on rappelle que P € A est
primitif si A(P)=P®1+1® P).

Une propriété essentielle des éléments primitifs est la suivante :
Lemme I1.3. — Un élément primitif P € A a un terme constant égal a 0.

Démonstration. — En effet, si le terme constant de P (i.e. le coefficient de 1) est égal a

a € K, alors le terme constant de A(P) est égal a a(1 ® 1) alors que le terme constant de
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PR1+1®Pestégalaa®1+1®a.Si P est primitifonadonca®1+1®a=a® a.
On en déduit

(a+1)®(a+1) = a®a+a®1+1®a+1®1,
= (2a+1)® (2a+1),

soit, a +1 =2a + 1, et donc a = 0. O]

Ceci correspond au fait que les éléments de Lie dans une algebre associative libre ap-
partiennent tous a l'idéal M engendré par les séries sans terme constant (voir la partie

1).

Proposition I1.3. — On note X*" [’ensemble des mots de longueur r construits sur X.

L’élément Z M*x est un élément primitif si et seulement si pour tout couple de suites
QGX*’T
(x';2?%) avec l(z')=n>0,1(z*)=m>0,n+m=r, ona

(11.30) > ME=o.

zesh(al a?)
Démonstration. — Posons
(I1.31) P= Y M@=
zEXr
En utilisant la formule (I1.29), on voit que

A(P):A( 3 M§§> = Y M A®)

QEX*’T QGX*’T

(11.32) = ) M(z®l+l®z)+R,
QGX*’T

— PR1+1®P+R,

ou le reste R est égal a

(11.33) > Mﬂ”( > f@f).
<

zEX™T zli22)e=Cy

Par définition, Z M*%x est un élément primitif si et seulement si R = 0.
£€X*’r
Soit (z'; 2?) un couple de suites de (I1.33). Par la proposition II.1, I’ensemble des mots
r € X" engendrant ce couple, i.e. tel que ce couple apparait dans C,, est obtenu par

battage de (z'; z*). En regroupant dans (I1.33) les termes avec le méme couple (z'; z?), on
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réecrit (11.33) comme somme d’éléments de la forme

(I1.34) Yoo M)t ea’
zesh(a! 22)

Le reste dans (I1.32) est donc nul si et seulement si on a la condition (I1.30). O

Théoréme II.1. — Un élément P = Z M*z € A est un élément primitif si et seulement

X*
st le moule associé M® est un moule alternal.

Démonstration. — On peut écrire P comme somme de composantes homogenes P =
Z P,. Or, si P, est primitif pour chaque n <0, on a
n<0
(11.35) AP)=> A(P)=> (P,®1+10P,)=PR1+11 P,
n<0 n<0

donc P est primitif. Inversement, si P est primitif, on a

A(P) = Po1+1®@P=> A(P,)

n<0

(I1.36) = S (P.®1+1®P, +R,)

n<0

— P®1+1®P+2Rn.

n<0
Donc ), R, = 0, et comme il s’agit d'une série formelle non commutative, chaque
partie homoééne R, = 0. On obtient donc A(P,) = P, ® 1 + 1 ® P, pour tout n > 0, i.e.
P, est primitif.
On peut donc raisonner composante homogene par composante homogene.

Supposons donc P primitif ; alors chaque P, est primitif, et par le théoreme I1.3, la partie
homogene M, du moule M?* est alors alternal. Donc M*® est alternal. Inversement, si M*
est alternal, alors chaque M l'est, donc chaque P, est primitif, donc P est primitif. O

4.2. Ecriture dans ’algébre de Lie. — Rappelons que I'algebre associative K((X))
s’identifie avec ’algebre enveloppante universelle de ’algebre de Lie libre £x sur 'alphabet
X ; on a un homomorphisme injectif

Lx —  K{(X))

(I1.37) x — x,
[z, 2] +— x2'—ax.
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Par le théoreme 1.1, les éléments primitifs de K((X)) sont exactement les éléments dans
I'image de Lx. Les moules alternaux de A peuvent donc étre vu comme des éléments de

I’algebre de Lie libre £x. Nous en donnons I’expression explicite dans le théoréme suivant.

Rappelons d’abord quelques faits de la section I.1. Soit M 'idéal M de K((X)) engendré
par les séries formelles sans terme constant. Alors nous avons un homomorphisme, que ’on

définit sur les monomes et étend par linéarité :

YoM = Lx

R | R 20 Y IR e g I o

(I1.38)

= =

Or, l'inclusion naturelle Lx C k((X)) donne en fait Lx C M. Le théoreme de projection
[.2 (voir section 1.1) dit que

¢|£X = idﬁx'

Théoréme I1.2. — Soit M*® un moule alternal et x une suite de longueur r > 0. Soit

o(z) Uensemble des suites de longueur r déduites de x par permutation des composantes.
Alors ’élément Z M*u appartient a L C M C K((X)), et s’écrit

u€o(z)
1
(I1.39) - Y M*[u] € L,
" u€o(z)
ou
(I1.40) [y x) = [[x1, za], 23], .. oy psa], 20

Démonstration. — Comme M*® est alternal, il est primitif, c¢’est-a-dire Z M*u € Ly,

u€o(z)
et le résultat découle alors immédiatement de (I1.38) et du théoréme de projection. ]
Remarque II.1. — Dans les applications du calcul moulien, ce n’est pas ce théoreme que

nous utiliserons, mais sa contrepartie dans le cas ou [’algeébre sous-jacente est lice. Par
exemple, soit K((Der(A))) la bigébre introduit au §1.2.3. Un élément P € K((Der(A)))

s’écrit

(I1.41) P=> " P'D,,
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Pour savoir si P est primitif pour le coproduit A de K{(Der(A))), on associe a P son

“représentant” libre, notée P, défini par
(I1.42) P =) Pac K(X)).

Le théoréme II.1 s’applique et on a : si le moule M® est alternal, alors [’élément
P => M*X, est primitif.

Evidemment, on ne capte pas de cette facon tous les éléments primitifs.
Considérons les séries formelles non commutatives construites sur l’alphabet a trois

lettres { D1, Do, D3}, ot Dy, Dy et D3 sont trois dérivations sur une algébre A telles que
(I1.43) Dy = Dy + Ds.

Alors, 1’élément

(I1.44) DyDy — DDy — D1Ds

est primitif, sans que le moule associé soit alternal.

En effet, cet élément est associé au moule M*® défini par
(11.45) M*' =1, M = -1, M"? = —1 et M* = 0 sinon.
Ce moule n’est pas alternal car on a
(11.46) M>t 4+ M2 = 1.
Pourtant, comme
(I1.47) DsDy — DDy — D1 D3 = D3Dy — D1 D3,
c’est bien un élément primitif.
Jean Ecalle utilise constamment ce va-et-vient entre les ob jets construits sur des algebres

liées et leurs représentations libres.

4.3. Eléments primitifs de E. —
Définition I1.9. — Un moule M* est dit alternel si

(I1.48) Yoo ME=0 Yyt eYr\{0}.

geCSh(gl y2)
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Plagons-nous maintenant dans la cogebre E, d’algebre sous-jacente égale a K((Y')) sur
I’alphabet libre Y indexé par le semigroupe N. On a alors le théoreme suivant, analogue
du théoreme I1.2 :

Théoréme I1.3. — Un élément Z MYy € E est primitif si et seulement si M*® est un
YyeEY™
moule alternel.

Démonstration. — On note P = Z M?¥y. P primitif signifie que
YeEY™

(I1.49) A(P)=P®1+1®P.

Or, on a

AP) = 3 MEA(y)

yeyr
oy Z Mysl~~~y3r,~ A* (y51 AR ysr)
Ysy-Ysp EYV*
11.50 = ) M ALy A(ys,)
( . ) Ysq-Ysp S
= Z MYsr-Ysr ( Z Yk ® yl1> to < Z Yk, ® ylr)
Ysq--Ysp ey * k1+l1=s1 krtlr=sr
_ Z MYsi-Ysr Z Yky - - - Yk, &® Y - YL,
ysl'“ySrGY* kitli=s;, 1<i<r

Ici, par la définition de A, les yi. et y, appartiennent a Y U {0}, c’est-a-dire que la
somme porte sur I’ensemble des r-uples de couples ((ykl, U )s s (Uky s le)) avec k;+1l; = s;
restants.

Soit A I'ensemble de ces r-uples de couples, moins les deux éléments suivants :

(11.51) (@) o)) = (e 0 (s, 0))

et

(11.52) (@) Gm) ) = (O, 0p,) ).

L’expression de A,(P) donnée dans la derniere ligne de (I1.50) devient alors

AP) = > Myel+ ) Mgy

yey- yeY™
(I1.53) T D kY O YW
yey* A

— PR1+1®P+R,
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ou

(I1.54) R=> MY g ..y, @Y - U,

yeY* A

P est donc primitif si et seulement si R = 0.

Posons gl = Yk, - Yk, €t QQ =1, ...y, ; hotons que, contrairement aux apparences, les
longueurs de gl et QZ ne sont pas forcément égales a r puisque I'on ignore les composantes
égales a (). La proposition I1.2 dit qu'un couple (gl; f) appartient a Cy si et seulement si
y € csh(y', y?). -

On voit donc que le coefficient de chaque expression gl ® g2 dans la somme R est égal a

(I1.55) > My

gECSh(gl,EQ)

R s’annule donc si et seulement si M*® est alternel. O]

5. Eléments “group-like” de A et E

5.1. Eléments “group-like” de A. — Rappelons de la définition 1.3 qu’un élément
P € K{({(X)) est dit “group-like” pour le coproduit A : K((X)) — K{(X)) @k K((X)) s'il
vérifie

(I1.56) A(P)=P®P.

Deux observations permettent de préciser la nature des éléments group-like de E.

- Aucun polynéme ne peut vérifier (I1.56). En effet, définissons la “longueur” d’un
produit tensoriel Py ® P, de deux monomes comme étant la somme n + m ou n est la
longueur de P; en tant que monome et m la longueur de P,. Soit P un polynome de K(X),
et soit M le monome le plus long apparaissant dans P. Alors on voit que la longueur de
chaque terme apparaissant dans A(P) est inférieure ou égale a la longueur de M, alors
que le terme M ® M, deux fois trop long, apparait dans P ® P. Ceci montre que si un
élément de K((X)) a une chance d’étre group-like, il doit s’agir d’une série formelle.

- De méme, A(P) fait apparaitre des couples (1,z) ou (z,1), ce qui n’est possible
dans P ® P que si on fait intervenir la suite vide. La série P doit donc avoir un terme

constant a # 0. La condition A(P) = P ® P implique alors que ce terme constant vérifie
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a(l®1) =a®a, donc a = 1.

Ces deux observations nous conduisent & considérer les moules de la forme

(I1.57) P=Y M4,
zEX*
avec M? =1.
Remarque I11.2. — Si les dérivations proviennent d’un champ de vecteurs, le groupe des

automorphismes ainsi défini est isomorphe au groupe des difféomorphismes tangents a

[identité.
Définition I1.10. — Un moule M*® est dit symétral si
(11.58) > ME=MTMT  Vi'a'e X"

zesh(z! z?)

Théoréme I1.4. — Un élément Z M*zx € A est “group-like” si et seulement si M*® est
x
un moule symétral.

Démonstration. — Soit P=1+Q =1+ Z M#%x. On a
w#(
A(P) = 1@1+ Y M"A(z)
xeX*

= 191+Q®1+1Q+ Y M - Y 'z’

xeEX™T (£1;22>€6‘£

(11.59)

olt 'on rappelle que C,, dénote 1’ensemble de couples (z'; z?) apparaissant dans la somme
A(z), et C, dénote le sous-ensemble des couples avec z! #£ 0, z* # (.

On a aussi
PRP=1014Q01+10Q+Q®Q,
ol
(11.60) QeQ= Y M M“z'®z”
1 #£0,22#£0
Pour que P soit group-like, il faut donc que le reste de (I1.59) soit égal a (I11.60).

Soit (z';z?) un couple de suites intervenant dans (I1.60). Rappelons de la proposition

I1.1, §3.1, que ce couple (x'; z?) appartient a C, si et seulement si z appartient a sh(z!, z?).
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Pour un couple donné (z'; z?), le coefficient du terme z' ® z? dans le reste de (I1.59) est

> ME

zesh(a! z2)

donc donné par

Le reste de (I1.59) est donc égal a (I1.60), i.e. P est group-like, si et seulement si
> ME= MM
zesh(at a?)

d’ou le théoreme. O

5.2. Eléments “group-like” de E. — La condition de symétrie d'un moule correspon-

dant au fait d’étre group-like dans E est donc :

Définition I1.11. — Un moule M*® est dit symétrel si
(I1.61) Yo MU=MYMY Yyl ey

QECSh(gHg%

Théoréme I1.5. — Un élément Z MYy € E est “group-like” si et seulement si M* est
yeyr
un moule symétrel.

Démonstration. — Elle est analogue au cas symétral. En effet, il suffit d’adapter la

démonstration du théoreme I1.4 en remplacant (I1.59) par

A(P) = 1®1+ Y MUAly)

yeY™*

— 16140014160+ Y M Yy e

yeY'™*

(I1.62)

ou la deuxieme somme porte sur tous les couples (gl; g2> tels que

— gl = Yky - - Yk s QQ =y, ...y, avec éventuellement certains yy, ou y;, égaux a 0;
—ki+1l;=s; pour 1 <i<rsiy=ys...Ys

—yt #Det y? #0.

Par la proposition I1.2, le coefficient d’un terme donné gl ® QQ est donné par
(11.63) > M
yecsh(yl,y?)

y?
Comparant donc le reste de (I1.62) avec (I1.60), on voit que P est group-like si et seulement
si le moule associé M*® est symétrel. O
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6. Exemples de moules alterna(e)l, symétra(e)l

6.1. Un moule alternal. — Dans cet exemple, nous prenons pour {) un ensemble
dénombrable d’indéterminées, et pour le corps K le corps Q(€2) des fractions rationnelles

dans les éléments de €.

On définit le moule élémentaire T par

=0, T¥=0 YweQ,

(IT.64) T@ier) — ! . ! ! , 7> 2.
(w2 — wl) (w3 — WQ) (Wr — Wr_1)
On a
Lemme I1.4. — Le moule T* est alternal.
Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites. On doit vérifier

pour toutes suites w! # (), w? # 0, la propriété
> 1=
wesh(w! w?)
La propriété est trivialement vraie si [(w) = 2.
Soient w! = (wf,...,wl) et w? = (W?,...,w?2) telles que n +m = r > 2. Supposons que
la propriété d’alternalité soit vraie pour toutes les suites de longueur < r — 1.

On commence par noter que
1

(wr - wr—l)

On a de plus la propriété suivante du battage de deux suites :

(II65) T(le"vw?“) — T(wl,...,wr,l)'

Lemme II.5. — L’ensemble sh(w',w?) est la réunion disjointe des quatre ensembles sui-

vants :

1,2 2 2 1 2 1 2
<Sh(£ 7Q§m—2>’ Wm—15 wm) H (Sh(ggn—h ng—l)’ Wrys wm) H

1 2 2 1 1 2y 1 1
<Sh(£§n717 g§m71>7 Wi wn) H (Sh(£§n727 w )7 Wn—1s wn) )
ou we; dénote la sous-suite (wi,...,wj) des j premiéres composantes de w.
Démonstration. — Soit w € sh(w!, w?). Alors [(w) = r, et on peut se demander que peuvent

étre les deux dernieres composantes de w. Comme le battage ne mélange pas 1’ordre interne

des composantes de w! et de w?, on voit que les deux derniéres composantes de w, en
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I'ordre, doivent former I'un des couples suivants : (w! |, wh), (w2 |, w?), (wl,w?), (W2, wWh).

Les r — 2 premieres composantes de w sont donc forcément obtenues par battage des

composantes restantes de w! et w?, ce qui démontre le résultat. [

On a donc

1
Z = = (w2 27 ) Z e

QESh(&l w?) s€ (Sh(gl ,g2<m72),w$n_1)

NPy 2T

s€ (Sh(£1<n71 ’gimfl)’w}b)
1 = =

Ry 2 v

n
s€ (Sh(gin—l’gim—l)’w?n)

s€ (Sh(glgn_y@),w,ﬁq)

(I11.66)

Par ailleurs, le moule T étant alternal jusqu’a l'ordre » — 1, on a les égalités :

> Ts + > Ts =0,

(IL.67) s€ (Sh(ﬂl’fgm_z)»wﬁhl) s€ (Sh(glgn_l,g%m_l),w;)
| > T+ > T =0.
s€ (Sh(génil,gémfl),w?n) s€ (Sh(glin727£2)7w71l_l)

L’équation (I1.66) peut donc s’écrire sous la forme

S el X o

i wi —wl w2 —w B
1,,2
weSN(wt,w?) s€ (Sh(glgn_l,g%m_l),w}t)

1 1 .
o oo 2 o

n n—1 1 9 )
EIS (Sh(ﬂgnflyﬁgmfl)vwm)

(I1.68)

On décompose les deux sommes sous la forme

(I1.69)

> T = > Ts + > T,
§€(Sh(g§n_pg2§m_1)7w%) §€(Sh(glgn_yg%m_1)7%71%) §€(Sh(glgn_pg%m_z)),w?n,lw}b)

> Ts = > TS + 3 Ts..

se(shl, w2, _)e?) se(shwl, ,w2, Dl w?,) se(shw, w2, ,w?_w3)
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On note

(I1.70) A= > T, B= > T
se(Shl, 2, el se(Shed, w2, )e?_,)

L’équation (II.68) s’écrit donc

> =4l i ! 1 ]

2 _ w? wl _ w2 wl _ wl wl _ wl
(1171) geSh(gl,gz) m—1 m)( n—1 m) ( n—1 n)( n—1 n)

*Bhw = —%qulﬂmL;fwﬂ'

Par hypothese d’alternalité de T jusqu’a l'ordre r — 1, on a

m—1 m—1

(IL.72) A+ B =0,
soit, en notant Cy(w', w?) et Cp(w!,w?) les coefficients de A et B dans (I1.71 ),

(IL.73) Y. T¥=ACaW W) - Cpw!,w?)).

wesh(w! w?)

Un simple calcul donne Cy(w!, w?) — Cp(w',w?) = 0, d’ott le résultat. O
6.2. Un moule alternel. — Le moule alternel le plus simple est défini par J? = 0 et
pour toute suite w = (wy,...,w,) par

Je (_1)r+1

—
Lemme I1.6. — Le moule J*® est alternel.
Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites. Pour w = (wq, ws),
on a
w1,w w2,w w1tw 1 1
JEw2 4 Jeret o gt 2:—5—5—1—1:0.

La propriété d’alternélité est donc vérifiée pour les suites de longueur 2. Pour les suites de
longueur > 3, on note la propriété suivante du battage contractant :

Lemme II.7. — Pour toutes suites w' et w? avec l(w') = n > 0 et (w?) = m > 0,

’ensemble csh(w!,w?) est la réunion disjointe des trois ensembles suivants :
(CSh(gvlz—la £2)7 wi) H (CSh(gla Q?n—l)a w?n) H (CSh<£1§n—1 ) ngm—l% (w711 + w?n)) .

Démonstration. — Comme pour le lemme I1.5, il suffit de constater que toute suite ap-
partenant & csh(w!, w?) a comme derniére composante soit w}, soit w?, soit la somme des
deux. O
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On a aussi

3 Js:_(r;l) S g

s€csh(w! ,w?) s€csh(wl,w?)

On déduit donc du lemme I1.6 1'égalité

Z o _(7’;1) Z Je s Z Je

s€csh(wt,w?) s€csh(w! ,w?<n—1) s€csh(wh<m—1,w?2)

+(: — i) > J*.

§Ecsh(g1’<m_1,g2’<”_1)

Par hypothese de récurrence, ces trois sommes sont nulles, d’ou le résultat. ]

6.3. Un moule symétral. — On définit le moule S* par S? =1 et

1)
(I1.74) St = (=1) :
wi(wy +wa) .. (w1 + -+ +wy)
On a
Lemme I1.8. — Le moule S® est symétral.
Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites. On doit vérifier

pour toutes suites w!, w?, la propriété
d o ose=ggY
wesh(w!,w?)
La propriété est vraie si [(w) = 2. En effet, on a

Z S@ — Swle—FSwal,

wEsh(wi,wa)

(IL.75) _ .
wi(w +wa)  walwy + ws)
_ b guige
W19
Soient w! = (wi,...,wl) et w? = (W},...,w?) deux suites telles que I(w!) + I(w?) = T,

r > 2. Supposons que la propriété de symétralité soit vraie pour toutes les suites de
longueur < r — 1.

On commence par noter que

1
(IL.76) ST = G
lw |
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ouf|wl=wi+- +w.

On a de plus la propriété suivante du battage de deux suites :

Lemme I1.9. — Pour toutes suites w' et w? avec l(w') = n > 0 et l(w?) = m > 0,

Uensemble sh(w', w?) est la réunion disjointe des deuzx ensembles suivants :
(I.77) (sh(w" &2, )wn) [T (shiwk, 1, e?)ws).

La démonstration est laissée au lecteur. On a donc

W___l Wr—1
> 8=y X S

wesh(w! w?) wesh(w! w?)

(I1.78) 1

S 1 s
= a1 2 Sty 2 %

sesh(wl, | w?) seshwlw?,, 1)

Comme [(s) = r — 1, on en déduit par hypothese de récurrence,

1 1 2 1 1 2
D 1 R Py
w w
(I1.79) wesh(w! w?) 1 ,
Ll gt g, 2 g g
fwl Tl ™

en utilisant la relation (I1.76). En simplifiant, on obtient finalement,

1 2
R P Py
(11.80) peshio u) [ w ]
_ Sglsuﬂ’

ce qui termine la preuve. O
6.4. Un moule symétrel. — On définit le moule

ellell
(I1.81) Sewtwr —

(e=w1 — 1) ... (e lle<il — 1)(e~llell — 1)’

oul W ; = wi...w,.
Lemme I1.10. — Le moule Se® est symétrel.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des séquences. On commence
par noter que

w ewr_ Wr—1
(I1.82) Se* = (Tl 1)56 .
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D’apres le lemme 11.6, on a

> Ser = > Sees >, S

weesh(w!,w?) weesh(wh,w? | _)w? weesh(wl 1 ,w?)w
+ Se?,

weesh(wl w2 )(wl+wh)

d’ou, en utilisant (I11.82),

w2 W, .
Z Se — € S@Hl S@Hir—l 1 (& Se£1,< 156£2
= (e Tl — 1) (e Tl — 1)
6w71ﬂ+w’% wl<m—1 w2 <r—1
L G Se=™ <"
(e Tl — 1)
6_”“)2” —1 1 2 6_”“)1” —1 1 2
= =)o 5 T ¢ 5
<6< Y D (eI (§ “-1
e Wil — 1) (e w7l — 1 ! w2
(e Tl — 1) Set 5,
= Se2' Sew’,

On a donc le lemme.
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PARTIE III
ALGEBRE A COMPOSITION DES MOULES

La correspondance entre moules et séries formelles non commutatives permet de munir
I’ensemble des moules d’une structure d’algebre non commutative. On introduit aussi une
opération, appellée composition, et qui est 'analogue non commutatif de la substitution des
séries formelles. Cette opération n’existe pas dans les travaux combinatoires usuels, comme
par exemple dans I’étude des algebres de Hopf. On introduit aussi les groupes alterna(e)l
et symetra(e)l.

1. Structure d’algebre

Soit X un ensemble d’éléments X, indicés par un semi-groupe 2. On suppose X muni
d’un coproduit noté A. On note K((X)) 'algebre des séries formelles non commutatives
formées sur X muni du coproduit A. On note Mg (2) 'ensemble des moules sur 2. La
structure d’algebre de K((X)) se traduit directement sur les moules.

Soient ZM *D, et ZN *D, deux éléments de K((X)). On définit l'addition et la

multlphcatlon de deux moules via les relations

ZM'D +ZN'D = ) (M*+ N*)D,,

(I11.1) (Z N,D.> (Z D ) St < D

On peut donc munir Mg () de la structure d’algebre suivante :

Théoréme III.1. — L’ensemble des moules Mg (2) muni des opérations
A*=M*+ N* < AL =M<+ N«
A*=M*x N* = A2= > MY N,

wlew?=w
est une algebre non commutative.

L’¢élément neutre pour la multiplication est le moule 1° défini par
1“=1siw=0et 1¥ =0 sinon.

On peut préciser la relation entre les moules alternaux et symétraux via le théoreme 1.3.
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Définition III1.1. — Soit M*® un moule, on appelle exponentielle de M?® et on note

M. n
exp(M*®) la série exp(N®) = Z ( n'> , avec la convention (M*®)? = 1°.

Une simple application de la formule de Leibniz donne

Lemme II1.1. — Pour tout moule symétral M*® il existe un moule alternal N*® tel que
M*® =exp N°®.

Démonstration. — 11 suffit de voir que eXp(Z N*D,) = Zexp N°*D, par définition du

moule exponentielle. Le théoreme 1.3 permet de conclure. O

2. Composition

On peut munir 'algebre des moules d’une composition. Cette loi de composition est

'analogue de la notion de substitution dans I'algebre des séries formelles (voir [7], annexe

21, p.398-400).

Définition II1.2. — Soit Q un semi-groupe. On note || . || Uapplication de Q0 dans Q

définie pour tout w = wy ... w, par
(II1.2) |wi...wp |=wi+ - +w.

Soit M* et N*® deux moules dans Mg (Q2). Le moule composé A®* = M*® o N* est défini par

(I11.3) Av = > MWl gt N

s>0,wl .. .wi=w, wiAD

L’élément neutre pour la composition est le moule I°® défini par
(II1.4) I“=1sil(w) =1 et I¥ =0 sinon.

Cette opération d’apparence compliquée, peut s’expliquer de la maniere suivante :

Soient M et N les deux séries formelles associées aux moules M*® et N°® :

Vo= Y
(I1L.5) we

N = > Nw

weN*

L’application || . || permet de construire un nouvel alphabet a partir de M :
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A tout w € (), on associe la lettre
(I1L.6) me= Y = Mw
weR*, ||w|l=w

La série N o M est alors définie comme suit :

(II1.7) NoM =Y N¢m,.
Avec ces notations, nous avons le résultat suivant :
Lemme III1.2. — La série N o M possede un développement moulien de la forme
(I11.8) NoM =Y (N*oM*)w.
wenN*

Démonstration. — 1l suffit de développer I'expression (II1.7). On a :

(IIL9)  NoM=>) N« DI S > MW

wleQ*, |lw!||=w1 wre, [lw"||=wr

Soit w € Q* fixé. Le coefficient dans (II11.9) pour toute décomposition

(II1.10) w=w.. .,

de w est donné par

(II1.11) NI -l et - ppe

ce qui termine la preuve. O]

On a le théoreme principal de cette section :

Théoréme III.2. — L’algébre des moules muni des opérations (4, X, 0) est une algébre
a composition, 1i.e.,
(I11.12) i) (M*+N*)oA* = (M*0A®)+(N*oA®),

' it) (M® x N*)o A* = (M°®oA®) x (N®o A®).

La démonstration repose sur des calculs élémentaires.

3. Groupe alterna(e)l et symétra(e)l

Dans les calculs pratiques sur les moules, il est commode de connaitre le comportement
de la propriété d’alternalité (resp. symétralité) vis a vis des lois de composition et de

multiplication.

On commence par noter le simple résultat suivant :
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Lemme III.3. — L’ensemble des moules M* tels que M® # 0 forment un groupe, noté

My (), dont les éléments sont les moules possédant un inverse multiplicatif.

Démonstration. — Soient M*® et N* deux moules dans M, (£2). On note A®* = M*® x N°.
Par définition, on a A = MP?N?. Comme M? # 0 et N? £ 0, on en déduit A? # 0.

La caractérisation des moules ayant un inverse se fait par récurrence sur la longueur des
suites. Soit M*® un moule possedant un inverse multiplicatif noté N°®, alors on doit avoir
1°* = M*® x N°*, soit

1 = M*“*N“2,
On a donc une récurrence pour déterminer le moule N*® via la relation
1°= Yy M“N“ 4+ MN“.
wiwz=w, w1#P
La condition w; # 0 fait que les moules N“? intervenant dans la somme sont associés a
des suites de longueur inférieur a celle de w. On peut donc trouver, de maniere itérative,

expression du moule N* si et seulement si M? £ 0. [

Soit M*® € M, (), on notera (M*®)~! le moule inverse.

Lemme IIL.4. — L’ensemble des moules M* tel que M? = 0 et M* # 0 si l(w) = 1
forment un groupe, noté My(S2), dont les éléments sont les moules possédant un inverse

pour la composition.

Démonstration. — Soient M® et N* deux moules dans M,(£2). On note A®* = M*® o N*.
Par définition, on a A = MP?N?. Comme M = 0 et N? = 0, on en déduit A? = 0. De
plus, AY = M“N¥ si l(w) = 1. Comme M*“ # 0 et N®* # 0, on a AY # 0, et A* € M,(9).

La caractérisation des moules ayant un inverse pour la composition se fait par récurrence
sur la longueur des suites. Soit M*® un moule possedant un inverse de composition noté
N*, alors on doit avoir I®* = M*® o N°*, soit

JY = Z Z Mlletllssllonll ppwr— prer
r>1 Wiwr=w
On a donc une récurrence pour déterminer le moule N*® via la relation
7Y — Z Z Mllwtlhsllwrll ger - ger 4o il pre
r>1 flwllsesllewrl

La condition r» > 1 fait que les moules N“', ..., N“ intervenant dans la somme sont

associés a des suites de longueur inférieur a celle de w. On peut donc trouver, de maniere
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itérative, 'expression du moule N*® si et seulement si M/l % 0 pour tout w, soit M« # 0
lorsque {(w) = 1. O

Soit M*® € M,(Q2), on notera (M*)=Y le moule inverse.

Le résultat principal de cette section est :

Théoréme III.3. — Les ensembles Mgy, (2) des moules symétrals, muni de la multipli-
cation, et My (Q) des moules alternals, muni de la composition, sont des sous-groupes non
distingués de M, () et M,(Q)) respectivement.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme III.5. — Soient A* € Mgy, (2), B® € Mgy (), C* € My(Q2) et E® € My(Q),
on a

i) (A°)7 € My (9), i) (O € May(),

iii) A®* x B* € My, (9), iv) C* o E* € M, (Q),

v) B®* x C* x (B*)™' € M;(9Q).
Démonstration. — On peut démontrer i) et iii) en utilisant la formule de Campbell-
Hausdorff. Soit z et y deux éléments de Ly, alors exp(z)exp(y) = expz, ou z € L.

Tout moule symétral s’obtient par le lemme III.1 comme exponentielle d’'un moule alternal.
La formule de Campbell-Hausdorff assure que (Z A'D.)(Z B*D,) = (Z(A' x B*)D,)

s’écrit sous la forme (Z exp F*D,) o F'* est un moule alternal. Par définition, on a donc

exp F'* € My, (Q).
De méme, on obtient facilement (A*)™' € My, ().

La propriété v) exprime la stabilité des dérivations via une conjugaison par un automor-
phisme de U. Elle est donc évidente.

Les propriétés ii) et iv) repose sur le fait que toute transformation associée a un moule
alternal transforme un élément de L x en un élément de L x. Elles découlent donc de la

définition méme de la composition des moules interprétée en terme d’opérateur dans le

lemme III.2. [
On note ret : Yo — g Uinvolution, qui a toute suite w = (wy,...,w,) associe retw =

(Why - - yw1)-

Lemme III1.6. — L’inverse multiplicatif d’un moule symetral M* est donné par

(Mg)fl _ (_1)1(@]\/[7’6@.
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Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur de w. Pour simplifier

I’écriture, on note N*® le moule inverse de M®.

Pourw=0,onal=M'N% dot N = 1. Pour w = wy, on a 1%t = M“* N? + MONwr
d’ou N“' = —M*“'. Un calcul intéressant est donné par la longueur 2, qui fournit la clef de la
démonstration. Pour w = wjws, on a 19192 = Mww2 N0 pper N2 A0 Nerwe  Ep ytilisant
I’expression de N“*, on obtient 0 = M®“1“2— MYt M2+ N“1“2 La propriété de symétralité de
M*® permet de simplifier cette expression, et on obtient 0 = M“1¥2 — Jf«“1w2 — J[w2w1  Nwiw2
d’ou N¥w2 = w2,

Plus généralement, pour tout suite w de longueur n > 1, on a

n
(111.13) 19 =" MTNET + N
i=1
<<i _

olt <= = (wy,...,w;) et W' = (Wiy1,...,w,), avec les conventions w=0 = @) et W™ = ().

Les suites w”* intervenant dans la somme sont toutes de longueur < n. Par hypothese

de récurrence, on a N = (—1)!® M7eHs) pour tout suite s telle que I(s) < n. On a donc

n

(111.14) 12 =3 (=) prete”™ 4 N,
=1
soit
n—1 _
(IIL.15) 19 = M2+ ) (—1)™) > M2 + N<.
i=1

sesh(w<i ret(w>1)
On note S; = sh(w=',ret(w™)), pour i« = 1,...,n — 1. On définit une suite £,
i =1,...,n — 2 d’ensembles par récurrence, tel que S; = ret(w) [[ E1, S; = E;-1 [[ E;,
avec S,,_1 = w ][ En_2. Il n’est pas utile d’expliciter les ensembles F;.

On a donc, pour toute suite w de longueur > 2, la relation
O — Mg_}_ (_1)n71(Mret(g) + Z Mé) + (_1)71—2(2 M§+ Z Mé) + .

(I1.16) ES O] s€E; s€EF,

+H(=1)( ) M+ M*) + N«
§€En—2
On en déduit,

(IT1.17) N¥ — (_1)71]\4%15@)7

ce qui termine la démonstration du lemme. ]



CALCUL MOULIEN 53

PARTIE IV
SYMETRIES SECONDAIRES ET DERIVATIONS

On introduit la symétrie symétril /alternil qui intervient dans des travaux récents de Jean
Ecalle sur la combinatoire des polyzétas. On démontre aussi que 1'on peut lire directement
la symétrie de moules vérifiants certaines équations différentielles. Au passage, on définit
quelques dérivations et automorphismes importants sur ’algebre des moules.

1. Symétries alternil et symétril

Les symétries alternal(el) /symétral(el) sont uniquement liées a la traduction du caractere
primitif ou “group like” des séries formelles non commutatives, les coproduits A et A,
étant donnés. Les symétries alternil/symétril sont d’une autre nature : elles proviennent
de l'utilisation de séries génératrices associées a des moules alternel /symétrel. Ces deux

symétries ont donc un statut particulier vis a vis des quatre premieres.

13)

Définition IV.1. — Soit Se* un moule symétral. La série génératrice™® associée a Se®

est un moule Sig® défini par
V.1 Sig’ttt = Sestrsrysil gl
g 1 T
ISSi

La notation Sig fait référence a la symétrilité de Sig®.

Définition IV.2. — Un moule M*® est symétril (resp. alternil) si
(IV.2) > M*= M"MY (resp. 0),
§€Shi(g,g)
ou shi(z,y) s’obtient comme csh(z,y) en remplagant I'addition des variables par un symbole

abstrait x décrivant I’évaluation de M?2 suivant la regle
1

Li —Yj

les termes en pointillés pouvant comporter eux aussi le symbole *.

(IVS) M...,Ii*yj,... — (M,:I:z, _ M...,yj,.“) ,
Le rapport aux séries génératrices est donné par :

Lemme IV.1. — Le moule Sig® est symétril.

(13)Des séries de méme type interviennent déja dans le travail de Jean Ecalle, via la méthode d’amplification
(voir [11)).
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Démonstration. — 11 suffit de calculer Sig”'*r Sig¥+1-». Par définition, on a
DLy Ur @ Urg 1 Un 1 QO Srt Ty S1—1 -
(IV.4) Sig"htr Sigtttetn = E Seftrsr Gefratrsngi =t [ gsnTl
1SS¢

Comme le moule Se® est symétrel, on a

GeStrsr QpSr+issn — Z Ses’
s€CSN((s1,..,87),(Sr415015n))
soit
(IV5) Sigvl,...,vrs,l»gvr_,_l...vn _ Z Z Seivfl—l o Uznfl.
1<si secsh((s,...,50),(Sr41,0s5m))

Cette somme contient deux types de termes :

i- des termes de la forme E Sefo ™t vt ot s € esh((s1, ..., 80), (Srits - -5 80))-
1<s;

ii- des termes de la forme E Sesitsi =l gysn=l
1SS¢

Pour i), on obtient, via une réorganisation des v;,

Z Sig®.
veCSh((v1,v0),(Ur s 1,00m))

Pour ii), c’est un peu plus compliqué.

Nous allons le faire sur un exemple. Le cas général s’en déduisant sans peine. Soit

Z(v1, ..y v,) = 5 Sefttsnssmsngs=l - gysn—l

n
1<s;
On a
a1
V(v U,) = E Seftte2sssng it - gl
1<s;
_ $1+1,83,...,8n ,51 sn—1
= E Se oyt Lot
1<s;,s2=1
(IV.6) + E Sesttozsarasnyst | gsn=l
1<s,, 52>2
- 1,53, -1 -1
= Sig(vy,vs3,...,0,) — E Se 53ty BTE e

1<s;

+‘/1(’U17 s 7/Un)7

OUVi(vy, . o) = D Sesrtemsasayi el

n
1<s4,522>2
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Par ailleurs, on a

_ S1+82,83,...,8n ,,51—1, 82 Sp—1
VoZ (U1, ..., U,) = E Se U S A
1<s;
_ s1+1,83,...,8n,,51—1, s2 Sn—1
= E Se SO S i
1<s;,51=1
—1 _
(IV.7) ) Semtmsmetngn s g
1<s;,81>2
_ . 1,83,...,8n ,,53—1 sn—1
= Sig(va,...,v,) — E Se 8337 ugn
1<s;
+Vo(vy, ..y 0),
N _ $1+82,83,...,8n,,81—1, 82 sp—1
ou Vao(vy,...,v,) = g Sef TSy T 52 T
1<s;,812>2
En posant s} = s; — 1, s, = s9 + 1 dans V5, on montre que
1 ) 22 )
(IV.8) Vi = Vs.
Finalement, on a
IV9 Z _ ]' S V1V3...Un S V2...Un
( : ) (U17-”7Un)_ ( tg — g )
U1 — V2
Le cas général s’en déduit sans peine. ]
Remarque IV.1. — i. La symétrie alternil ne provient pas de la symétrie alternel

traduite sur les fonctions génératrices.

it. On peut se demander si la symétrie symetral donne naissance a une nouvelle symétrie.
En fait, il est clair, vue Uéquation (IV.5), avec csh remplacé par sh, que la fonction

génératrice d’un moule symétral est encore un moule symétral.

2. Dérivations et symétries des moules

2.1. Dérivations sur P’algebre des moules. — Dans les applications, on est souvent
conduit a utiliser des dérivations sur I’algebre des moules. Ce paragraphe donne, en suivant
Ecalle [15], un procédé de construction d’une grande quantité de dérivations, suffisantes

pour la plupart des applications.

On commence par une définition :

Définition IV.3. — Soit D une application de Mx(QY) dans Mg (Q2) linéaire. Le moule

image d’un moule M® par D est noté D(M)®. L’application D est une dérivation sur
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Ualgebre (Mx(Q), x) si elle vérifie
(IV.10) D(M x N)* = D(M)* x N* + M* x D(N)*,
pour tout moules M*® et N* de Mg().

Certaines dérivations respectent des symétries des moules.

Définition IV.4. — On dit que la dérivation est alternale si elle préserve alternalité
du moule sur lequel elle agit.

On vérifie directement que les dérivations v/, et lang définies ci apres sont alternales.

2.2. Construction de dérivations. —

2.2.1. Dérivations simples. — On peut chercher a construire des dérivations simples de la

forme
(DAM*®)* = N\M?,

ou A, est un moule fixé.

Quelles sont les propriétés que doit vérifier A\, pour que 'application D) ci-dessus soit

une dérivation ?

Il suffit de calculer Dy(M*® x N®)*. On a

(DA(M* x M) =2, | Y MmN
sls?=s
Si D, est une dérivation, on a l'identité de Leibniz qui impose
(Dy(M®* x M*)= = ((D\M®*) x N*)2+ (M* x (DyN*))2,
= ) AaMENT £ Y MTALNT

sls?=s sls?=s
= ) (Ao +Ae)MNT,
sls?=s
On a donc le théoreme suivant :
Théoréme IV.1. — L’application D) es une dérivation si et seulement si A\, vérifie

Astg2 = Mg + A2, V5! 8% € Q.
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Il existe deux exemples importants de dérivations simples :

- On note lang la dérivation simple définie par le moule
(IV.11) Ae = [(0),
ou [(e) est application longueur de la suite, i.e.
(IV.12) (langM)* = I(s) M>.

- On note vy, la dérivation simple définie par le moule
(IV.13) Ae = @ || .

Notons que cette expression a un sens si et seulement si {2 possede une structure de semi-
groupe. Par ailleurs, comme A\;M?* dit appartenir a K, cela impose s € K*.
On a donc

(1V.14) (VM) =] s || M=,

Ces dérivations interviennent dans la théorie des formes normales de champs de vecteurs
ou difféomorphismes locaux.

2.2.2. Autres constructions. — Soit un moule Dar® avec Dar? = 0. On définit un
opérateur dar de Mg(2) dans Mk (2) en posant :

dar : Mg(Q) — Mx(Q),
(IV.15) M*® —  (darM)¥ = Z Mevleales popez

wW1waw3z=w

ou la somme est définie sur toutes les factorisations de w.
Lemme IV.2. — L’opérateur dar est une dérivation sur Mg (£2, X)

Démonstration. — On note E® = dar(M? x Ms) et F'* = M? x M. On a

(IV16) Ev — Z Fw1,||w2\|,w3Daer.
W=wiwaws
Comme Ferlesles — 3™ M2MZ ona

woO=w1,||w2||,ws
Pt - 5 a3 asp
[wllew llwzlle
En remplagant dans (IV.16), on obtient
Bo Y (X MDwp ¢ Y MM Dar)

W=w1wow3 |wllew lwall€®
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Comme w est de la forme w = Wy, || ws ||, Ws dans le premier terme de la somme, et tel que
W1Wew = w (une expression analogue pour @ dans le second terme), on a finalement
E¥ = Z (darM,)* M5 + Z M (dar Ms)®,
W= w=ww

ce qui termine la démonstration. O
On peut choisir le moule Dar® pour que la dérivation dar soit alternale :

Lemme IV.3. — La dérivation dar définie par (IV.15) est alternale si et seulement si le

moule Dar® est alternal.

Il existe d’autres dérivations construites avec 'opérateur dif f défini par
diff : M(Q2) — M(Q),

(IV.17) Me QM — oM™

(e = 30 S

Wi

w; EW

ce qui suppose que M*¥ soit différentiable en chacune des variables w; € w.

Remarque IV.2. — Une algébre de Hopf sur un corps K est un schema en groupe affine
sur K (voir [26], p. 9). Il serait interessant d’avoir une interpréation fonctorielle sur le

groupe d’une dérivation moulienne.

2.3. Dérivations et moules symétrals. — Jean Ecalle m’a suggéré le résultat suivant

permettant de démontrer sans trop d’efforts, la symétrie de nombreux moules.

Théoréme IV.2. — Soit D, wune dérivation et M® un moule vérifiant [’équation
différentielle :

(IV.18) Dy\M*® = A®* x M*®,

avec :

i) Le moule \* vérifie Ay # 0 pour tout s, I(s) > 1.
i) On a M? =1,

iii) le moule A® est alternal,

alors, le moule M*® est symetral.

Démonstration. — Commencons par introduire une notion qui nous sera utile pour la

suite :
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Le moule M*® est symétral jusqu’a l'ordre r si il vérifie la condition de symétralité

Z ME = ME M§2,
sesh(s!,s?)

pour tout couple de suites (s, s?) telles que I(s') + I(s?) = r.

Supposons M*® symétral jusqu’a I'ordre 7. Soient s' et s* deux suites telles que

I(s') +1(s*) =7+ 1.

On a
(IV.19) Ao Y ME= > M
sesh(s!s?) sesh(s!s?)

car

(IVQO) As = )\§1§2, Vs € Sh(§1,§2),

soit

(IV.21) Aag Y ME= ) (Z A“M”) :
§€Sh(§1§2) §€Sh(§1§2) Uv=s

On obtient donc

1(s")
Mg > M2 = > 0AT Y ue
=0

(IV.22) sesh(s!s?) vesh(s!>i,s2)

I(s®)
+ Z A§2’9 Z ML
=0

yesh(gl 82:>1)

Par symétralité de M*® d’ordre r, on en déduit

I(st) I(s?)
(1V.23) Mg Y ME=DT AN 3T AR e
sesh(s!s?) i=0 i=0
soit

Us") 1(s%)
/\5152 Z ME = M§2 ZA§1,§1M§1,>Z +M§1 ZA§2,§ZM§2,>1 ’
=0 1=0

sesh(sts?)
(IV.24) _ /\§1M§1 M§2 + )\§2M§1 M§2,
= M MZ(\g + \2),

= M M=)\
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Comme )\, # 0 pour toute suite s € Q* \ {(}, on obtient
(IV.25) > M= MM
sesh(st,s?)

donc, la symétralité de M*® a 'ordre r + 1. Une simple récurrence termine la preuve. [

Remarque IV.3. — L’équation (IV.18) est suggérée par le résultat classique suivant.
Pour tout x € K << Q >>, avec x primitif, on a

. 1 - . ead(a:) -1 .
D(e®) = Had(x)k Y(Dz)e” = (W) (Dzx)e”,

k>1
avec ad(x)(y) = xy — yx. Du point de vue moulien, on obtient, en notant v = Z A% w,

weN*
et = Z exp(A)Yw = Z M"w,

weN* weN*

D(M*) =) %ad(A')(DA')M‘.

k>1

Ce lemme permet notamment de démontrer, sans aucun calcul sur les suites, la

symétralité du moule

GWLoeewr <_1)T
wi(wy +w) .o (W + - Fw)’

étudié au §5.1. En effet, on a
VS* =5°x I,
avec I*® evidemment alternal.
Par ailleurs, le seul moule M*® vérifiant VM*® = 0 pour tout suite w telle que || w [|# 0,
est le moule constant égal a 0. On en déduit donc que S*® est symétral.

3. Automorphismes et symeétries

3.1. Définition. — Commencons par une définition :

Définition IV.5. — Soit A une application de Mg () dans Mxg(2) linéaire. Le moule
image d'un moule M*® par A est noté A(M)®. L’application A est un automorphisme de

Ualgébre (Mx(2), x) si elle vérifie
(IV.26) A(M x N)* = A(M)* x A(N)®,

pour tout moules M® et N* de Mg(Q).
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On peut chercher a construire des automorphismes simples de la forme

(IV.27) Ap(M)* = f(e)M

ou f est une application de 2* dans K. L’application f doit bien entendu satisfaire certaines

contraintes.

Lemme IV.4. — L’application Ay de Mg () dans Mg () définie par (IV.27) est un
automorphisme de Mg () si et seulement si f est un morphisme de (Q*, o) dans (K, x).

Démonstration. — 11 suffit d’étudier la relation induite par la relation (IV.26). Soient M*
et N* deux moules. On obtient pour toute suite w € Q*

(IV.28) w) Y MUNT = Y fw w? )N,

wlw?2=w wlw?2=w
soit
(IV.29) flw) = fwh)fw).
L’application f est donc un morphisme de (2*, @) dans (K, x). ]

3.2. Exemples. — Soit 2 un alphabet de lettres w € R. Pour tout moule M* sur M (£2),
et pour toute suite w € *, on définit une application eV par

(IV.30) eV M = elllipre,

Remarque IV.}. — Cet automorphisme intervient naturellement dans les probléemes de
formes normales des difféomorphismes locaux.

3.3. Automorphismes et moules symetrels. — Le lemme suivant est ’analogue de
la relation liant derivations et moules symetrals, dans le cas des automorphismes et des

moules symetrels :

Lemme IV.5. — Soit Q un alphabet, M(Q)) Ualgébre des moules sur €, et Ay un auto-

morphisme admissible sur M (). Soit M*® un moule tel que
(IV.31) Ap(M)* = (1°+1°) x M*®.
Alors le moule M*® est symétrel.

Démonstration. — Pour toute suite w on a

(IV.32) Flw)M® = M“ + M=,
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soit
1 >2
1V.33 YR
(1V.33) flw)—1
On a donc
1 2
SYoue = Y WM&’
0 —
weesh(uw) secshun)
v - X M
= —_1 ’
f(uw) weesh(uw)

car la valeur de f sur un mot ne dépend pas de 'ordre des lettres.

Les propriétés du battage contractant, via le lemme I1.6, donnent

2. M = W MM MM M
(v.gs) ~ecoshes .
= f@—TV@ -1+ -1+ (W - DU - D],
= MEM?,
car f(uwv) = f(u)f(v) par hypothese. O

On peut sans doute démontrer un théoreme analogue dans le cas de 1’équation
(IV.36) Ap(M)* =1+ E*)M°,

ou E* est un moule alternel, mais la complexité des calculs est beaucoup plus importante.

4. Dualité des algebres A et E

Le théoréme qui suit donne une application permettant de passer de E a A (et vice
versa). La symétrie symetrel/alternel est beaucoup plus complexe et couteuse en terme de
calculs que la symétrie symetral/alternal. 11 peut donc étre utile de passer de E dans A
pour vérifier des propriétés de symétrie.

Théoréme IV.3. — Soit Se* (resp. E) un moule symetrel (resp. alternel) et Exp® le

moule exponentiel défini par

(IV.37) Exp’ =1, Exp®* =1/rl Vs=s1...5 #0.
Le moule
(IV.38) Sa® = Se® o Exp®, (resp. A®* = E®o Exp®),

est un moule symetral (resp. alternal).
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Autrement dit, il existe une dualité entre les algebre A et E via la composition par le

moule exponentielle.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme IV.6. — Soit ) un semi-groupe. Le moule exponentielle Exp® définit un alphabet
Y tel que chaque lettre Y,, est groupe-like par rapport au co-produit A, i.e.

(IV.39) AY,) = > Y, ®Y,,
w1 two=w
Démonstration. — Soit X un alphabet de type A et x un mot de X*. On associe a chaque

lettre x; un poids p; € N. Le poids d'un mot est la somme des poids de ces lettres. On

note || z || le poids. On étend cette définition a A par linéarité.

On a
(IV.40) Exp= > Expz=>) v
zeX* ieN

ou les y; sont les composantes homogenes de poids ¢ de Exp.

Or, l'alphabet (y;) vérifie
(IV.41) Ay) = > u®u.

I+k=i
En effet, on a

(IV.42) Aly)=A( ) Expz
z, |lz||=i

On a
(IV.43) Alz) = > 2! ® 2%

21.22| zesh(z! 2?)
Comme la somme (IV.42) fait intervenir tous les z tels que || z ||= 4, on peut la reécrire,
en utilisant (IV.43) :
(IV.44) Ay;) = Z Exp® Exp® z' ® 22,

zt,2?| [zt +]|2?]|=i
ou nous avons implicitement utilisé le fait que le moule Exp® dépend seulement de la
longueur des suites.
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En regroupant les termes, on a finalement :
(IV.45) Ay) =D n@u,
I+k=i
ce qui termine la démonstration. O

La démonstration du théoreme IV.3 s’en déduit comme suit :

Soit Sa la série formelle non commutative associée au moule Sa® sur X. Par définition
de la composition des moules, on a :
(IV.46) Sa = Z Sa®r = Z Se'y.
TEX* Yey*
Comme I'alphabet est constitué de lettres groupe-like pour le coproduit A et le moule Se®

est symmetrel, alors la série Z Se¥Y est groupe-like pour le coproduit A. On en déduit

Yey*
que le moule Sa® est symmetral, puisqu’il définit un élément group-like sur un alphabet

primitif.

Le démonstration du passage entre moule alternel et alternal est analogue.
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PARTIE V
THEORIE DES FORMES NORMALES D’OBJETS LOCAUX

Le but de cette partie est de montrer le langage des moules et comoules en action sur
le probleme de la recherche des formes normales d’objets analytiques locaux, comme les
champs de vecteurs et les difféomorphismes de C”. On démontre les versions mouliennes de
théoremes classiques : théoreme de Poincaré, forme normale résonante de Poincaré-Dulac,
théoreme de Bruyno, et ceci, aussi bien pour les difféomorphismes que les champs de
vecteurs analytiques locaux. Outre leurs intéréts conceptuels, ces démonstrations donnent
des expressions explicites des normalisateurs(!*) et permettent de mettre en évidence des
coefficients universels"™ dans ces problemes, qui sont justement des moules. Au passage, on
donne une présentation originale de la méthode d’arborification, qui restaure la convergence
des séries mouliennes, et dont le domaine d’applications dépasse largement celui de la

théorie des formes normales.

1. Objets locaux : champs de vecteurs et difféomorphismes

1.1. Champs de vecteurs. — Soit ¥ € N*. On considere un champ de vecteur de C”
de la forme
(V.1) X = Xi()0y, Xi(x) € C{x},

i=1

avec la notation simplifiée 0,, = 0/0,,.

Nous étudions les champs de vecteurs locauz, i.e. tels que
(V.2) X;(0)=0,i=1,...,v

On note Xj;, la partie linéaire de X. En suivant Brjuno [3], on décompose le champ X

sous la forme

(Vg) X = Xlin + Z Dﬂa
neA(X)

(14 est & dire des changements de variables.
(15)Nous donnerons un sens précis & cette terminologie dans le texte.
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ou les D,, sont des opérateurs homogenes de degré n, avec n = (ny,...,n,), et tous les
n; > 0, sauf au plus un qui peut valoir —1, i.e.

(V.4) D, (2™) = ¢pma™ ™, cpm € C, m € N”.

On note A(X) l'ensemble des degrés des opérateurs homogenes intervenant dans la

décomposition (V.3).

On remarque que pour tout n € A(X), D,, est une dérivation.

1.1.1. Ezemple. — Soit X (z,y) un champ de vecteurs de C? de la forme

X(z,y) = A0y + Bydy + (a2’ + anzy + any?)0,
+(b203§'2 + bnl’y + bogy2)ay.

ou Qi j G(C, bi,j chouri+j:27 Zv] e N.

La décomposition (V.3) s’écrit
X=Xin+Dio+Do1+D_12+ Dy,
ol Xy, = Az0, + By0,, et
Doy = axnr?0, + bnmy;?y,
) b = g
Dy 1 = byz?d,.

On a done A(X) = {(1,0), (0,1), (—1,2), (2, —1)}.

Dans la suite, on supposera toujours que la partie linéaire du champ est sous forme

diagonale, i.e.
v
Xiin = g AiiOy,
i=1

ou A= (A,...,A) est le spectre de Xy,.
Le champ est alors dit sous forme préparé par Ecalle.

Cette condition est-elle restrictive? Non, si on se place dans la classe des champs de
vecteurs formels. En effet, en suivant Martinet ([22],§.1.1) tout champ de vecteur formel

peut, via un difféomorphisme formel, se mettre sous la forme

X = Xjin + Xu,
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ou X, est linéaire diagonale et Xy est nilpotent, avec [Xj,, Xny] = 0. Evidemment, le
champ Xy n’est déterminé que modulo I'action du groupe des difféomorphismes formels

laissant X3, invariant.

1.2. Difféomorphismes. — On considere un difféfomorphisme locale de C” de la forme

fo(ry,.. m)— (fi(x),..., f.(x), fi(zx) € C{x},

tel que
fi(0) =0.
On associe a f son opérateur de substitution :
F:¢p—¢of.

On démontre que F' peuvent se mettre sous la forme

Fin:d = o(an. .. A,
ou les B,, sont des opérateurs homogenes de degré n, n = (ny,...,n,), n; > 0, sauf au plus
un qui peut valoir —1. On note A(F') 'ensemble des degrés des opérateurs B,, obtenus

dans la décomposition (V.6).

On remarque que B, n € A(F'), est un opérateur différentiel (cela provient de la formule

> B, ®B,,.

w1 two=w

de Taylor). Son coproduit est donc

Exemple V.1. — On considére le difféomorphisme de C défini par
f(z) = Ao+ 2°.
Soit p(x) = Zanx” un élément de C{z}. On veut expliciter l'opérateur de substitution

F:¢—>gbof.nOna
o f(x) :Zan(/\a:erQ)”.

n
Comme

Az +2%)" =Y —kCE(®)*(Az)"F,
on a, en regroupant correctement les termes,

z?)k n! &
¢0 f(m) = ; ( k") Zanm()\x)"’ .

n>k
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Par ailleurs, on a

d*¢ n! .
w("t) = Zanmx k’

n>k

ce qui donne F = Fj, (1 + Z By), en posant
k>1
(l‘Z)k dk

B, = =
FTRD dok

2. Conjugaison des objets analytiques locaux

2.1. Conjugaison. — Soit X (resp. F') un champ de vecteur (resp. difféomorphisme)
sous forme préparée. On regarde 'effet d’'un changement de variable (formel ou non) sur

ces objets. On note x les variables initiales dans lesquelles sont explicités X et F.

On considere un changement de variable x = h(y). On note © l'opérateur de substitution
associé a h, défini pour tout ¢ € C[[z]] par
(V.7) Op=¢oh, O '¢p=c¢oh™t

La remarque importante est :

Proposition V.1. — L’opérateur de changement de variable © est un automorphisme de
Cl[]].
Démonstration. — L’application © est C-linéaire, et h étant un difféomorphisme de C|[x]],

I'application ¢ +— ¢ o h=! est bien définie et correspond & ©~L. Par ailleurs, on a

O(¢y) = (¢¢)oh,

= (¢oh)(¥oh),

= 0(9)0(¥),
et © est bien un morphisme de C[[z]]. O
Remarque V.1. — Connaissant l’automorphisme ©, on retrouve le changement de va-

riable associé en appliquant © a Uapplication identité de CV.

Définition V.1. — Soient X et F' un champ de vecteur (resp. difféomorphisme) analy-
tique local de C”. Un champ Xeonj (resp. un difféomorphisme Feyy,;) est dit conjugué a X

(resp. F), si il existe un changement de variable h tel que

(V.8) Xeonj = OXO7! (tesp. Fonj = OFO™Y),
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ot © est l'opérateur de substitution associé a h, i.e. si le diagramme suivant commute

(V.9) e 10
Cly} = Ciy}.

L’origine de ces équations de conjugaison est la suivante :

— Un champ de vecteur X en x est une dérivation sur les germes de fonctions en x. Soit
h un difféomorphisme. L’image de X par h='(1% est un champ de vecteur en y = h=!(z),
donc une dérivation sur les germes de fonctions en y. Notons X, ce champ image.
Comment lui donner un sens ? Soit ¢ un germe de fonction en h=!(x), alors ¢ o h~! est un
germe de fonction en z. On peut faire agir X dessus, et on obtient le germe X (¢oh™!) en
z. Comme Xopi(¢) doit étre un germe en h~*(z), on transporte X (¢poh™!) par h & droite,
soit X (¢oh~1)oh. Cette fonction est définie sur un voisinage de y = h=!(z), c’est donc un
germe de fonctions en y. Une définition est donc Xeoj(¢) = OXO($) pour tout germe
¢ en h(x), on © est 'automorphisme de substitution associé a h. On renvoie a ([20],p.96)

pour plus de détails.
— Pour les automorphismes, un raisonnement analogue au précédent conduit au résultat.

La conjugaison est dite formelle (resp. analytique) si le changement de variables associé

est formel (resp. analytique).

Lorsque Xconj = Xiin 0U Feonj = Fiin, on parle de linéarisation.

Remarque V.2. — On peutl imposer des contraintes sur la forme des objels conjugués.
St le champ conjugué ne contient que des termes résonants, on parle de prénormalisation.
Si de plus, le nombre de ces termes est minimal parmis toutes les formes prénormales, on

parle de normalisation. On renvoie au §.4 pour plus de détails.

2.2. Equation de conjugaison. — Soit X un champ de vecteur analytique local,
d’alphabet A(X) et F' l'opérateur de substitution d’un difféomorphisme analytique local
f, d’alphabet A(F). Soit Na et Ne des automorphismes de conjugaison de X et F

(16) Rappelez vous que I'on cherche un changement de variable z = h(y), ol x est le systeéme de coordonnées
initial.
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respectivement.

Comme Na et Ne sont des automorphismes de Cl[x]], on peut les chercher sous la forme

(V.10) Na= Y  Na*D,

sEA*(X)

avec Na® un moule symétral pour X, et

(V.11) Ne= Y NeB,,
SEA*(F)

ou Ne® est un moule symétrel pour F.

Via ces changements de variables, on obtient des objets conjugués de la forme

(V12) Xconj = Xijin + Z CQ§D§> Fconj = Xjin + Z C€§B§a
s€A*(X) SEA*(F)

ol les moules C'a® et Ce® sont alternal et symétrel respectivement.

Dans ce cas, Xconj est bien une dérivation de C[[z]], et Fopn; un automorphisme de C[[z]].

L’équation de conjugaison pour un champ de vecteur et un difféomorphisme s’écrit donc

en terme moulien sous la forme

Xiin + Z Ca*D, = (Z Na‘D.) (th + Z I'D.) (Z(M')H).) :
Fiin + Z Ce*B, = (Z Ne°B.> (th + Z I'B.) (Z(Ne‘)‘lB.> ,

(V.13)

respectivement, ou I°® est le moule élément neutre pour la composition.

Théoréme V.1 (Conjugaison). — Les équations de conjugaison (V.13) sont équivalentes

aux équations mouliennes
(V.14) Na(e)®* x V(Na(e)™)* 4+ Na(e)® x I* x (Na(e)™H)* = Ca(e)®,
ou V est la dérivation moulienne définie par

(V.15) (VM®)* =| s.A | M=

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme technique suivant :
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Lemme V.1. — Soient ¢(x Z amx™ € C[[z]], et Bpi, i = 1,...,7, une famille
meNY
d’opérateurs différentiels homogénes de degré n' satisfaisant

(V.16) Byo(a™) = ", B € C
.Ona:

(V 17 Zam : Tﬁl.(m—i—n?")) (ﬁ"l,(m+n7’+,,_+n2>>$m+nr+---+n1.
Démonstration. — On a

Bﬁqb(l') = Z amBn<xm)7
Zam nl... nr(xm)'
Par ailleurs, on a pour tout n',
— Z am(ﬁ”i.m)mer”i.

m

Une récurrence immédiate termine la démonstration. O]

On en déduit le corollaire essentiel suivant :

Corollaire V.1. — Pour toute suite s, on a
(V18) th s —H )\ S ” D + D le
Démonstration. — On a, en utilisant (V.17) :
Z am (B (B (m4n)) . (B (mAn” A+ n?))g

Comme Xj;, (zm) (A ) , on en déduit
le n¢ Zam (ﬁn (m_f_nr_’_.__+n2))(A'(m+nr+'.._}_n1>>xm+nr+,..+n1’
soit

Xiin B (x Z A (8" m) . (B (m AT )| )

+ Z am ‘ (ﬁn (m I T n2))(A‘m)xm+nr+.‘.+n1.
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Démonstration du théoréme V.1. — On a, en utilisant le corollaire V.1

(V.19) Xiin <Z M‘D.) = VM'D,+ > M*D,Xy,.
La multiplication & gauche par ©~! donne

O X0 =) (0°)' x VO D, + > (6°)'0° DXy

Comme (0°)7'© =1°, on a
> (0°) 'O DXy = Xin,

soit
07" X160 =Y (0°)7! x VO D, + .

On a donc

Xiw + Y _Ca*Dy = Xy + ¥ _((Na™)*)VNa*Dy + Y ((Na~")*)I*Na*D,.

On en déduit le résultat. Pour les difféomorphismes, la démonstration est analogue. O]

3. Linéarisation formelle

Dans cette section, on redémontre le théoreme de linéarisation formelle de Poincaré.
L’outil moulien permet de renouveler son approche, en mettant en évidence des coefficients
universels de linérisation, qui n’apparaissaient pas dans la littérature classique du sujet.

3.1. Le théoreme de Poincaré. — On cherche le normalisateur Na tel que
Xiin = NaXNa™t,

ou, ce qui revient au méme
X = Na ' Xy, Na.

Par construction, nous supposons que Na est de la forme

Na = ZNCL.D.,

c’est a dire dans D. On a Na™! = Z(Na')_lD.. L’équation de linéarisation donne

(V.20) (Z Na'D.) Xiin <Z(Na')1D.> = X+ »_I°D,,
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ol I*® est le moule élément neutre pour la composition.

On en déduit ’égalité suivante sur les moules
(V.21) V(Na®)™' x Na® = I°,

ou v/ est la dérivation sur l'algebre des moules définie par sy M< =|| w || M%. On a donc

17)

les formules de récurrence!” suivantes :

V(Na®)™! = I*x(Na*)™},
(V.22) UNa* = —Na*xI*.

Nous avons donc la version explicite"® suivante du théoréme de Poincaré :

Théoréme V.2 (Poincaré). — Soit X = Xy, + Z D,, un champ de vecteur local
neA(X)

de C¥, avec Xy, = Z)\iasiﬁxi, A= (A,...,\). Pour tout s = (s1,...,s,) € A*(X),
1=1

s; € A(X), on note w(s) = (w1, ...,w,) € C” le vecteur défini par w; = s;.\, i =1,...,v,
et | w(s) [=wi+ -+ w.

On suppose que le champ est non résonant, i.e.
| w(s) || 0 pour tout s € A*(X).

Alors, le champ X est formellement linéarisable, par un automorphisme formel de C|[x]]
de la forme

Na=> " Na*D,,

avec pour tout s = (s1,...,8,) € A*(X), s; € A(X),
1
wi(wr +wa) .. (W +wa+ - +w,)

Na® =
ot w; = S;.A\.

Démonstration. — On calcule Na® par récurrence sur la longueur des suites. On a Na? = 1
par hypothese.
Pour /[(w) =1, on a
wNa® = Na®1° + N 1% = 1,

(17 Comme nous allons le voir, ces formules définissent le moule Na® par récurrence sur la longueur des
mots, ce qui n’est pas évident a priori.
(18)Le normalisateur est donné explicitement.
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d’ou
1
Na® = —,
w
siw # 0.

Pour l(w) =7, w = (w1, ...,w,), on a la relation de récurrence
(V23) || w || Nag¥ = Ng®¥ir wriljwr;
doi, pour || w [} 0, on a

1
(V24) NCLQ — Nawl""’wr_l,
| w |

Une simple récurrence donne la forme générale de Na®, a savoir
1
wi(wy +wa). .. (W +we+ - +wy)

(V.25) Ng#ter =

Comme Na® vérifie I’équation (V.21), on sait d’apres le théoreme IV.2 que le moule Na®
est symétral, i.e. que I'objet Na est un automorphisme formel de C[[z]]. Ceci termine la

démonstration du théoréme. O]

Remarque V.3. — i. L'opérateur Na est un objet formel. Pour étudier son éventuelle
convergence, Fcalle a introduit la méthode d’arborification. Nous renvoyons a [’article
d’Ecalle [10] pour plus de détails.

i1. Si le champ de vecteur est hamiltonien, le changement de variable est, par construc-
tion, automatiquement symplectique.

3.2. Cas des difféomorphismes. — L’équation de linéarisation est
Ne 'FNe = Fy,

soit
NeF,Ne ' = F.

Via le calcul moulien, on a donc

ou 1° est le moule élément neutre pour la multiplication. On en déduit la relation suivante

sur les moules

(V.26) eV(Ne*) ' x Ne=1°+1I°,
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ou eV est un automorphisme de I’algebre des moules défini par
(eVM*)< = ellell p e

On a donc la relation suivante

(V.27) eV(Ne*) ™= (1°+I*) x (Ne*)™".

Lemme V.2. — Soit F' = F};,(1 + Z B,) un automorphisme local de C”[[z]],
neA(F)

Fiin = Cllz]] — Clla]], défini par Fin(¢) = ¢(eMa1,....eMa,) pour tout ¢ € C[[x]].

On note A = (A1,...,\,) € C”. Pour toute suite s = (s1,...,s,) € A"(F), s; € A(F),

on note w(s) = (wi,...,w,) le vecteur de C* défini par w; = s;.\, et || w(s) [|= w1+ +w,.

Si F' est non résonnant, i.e.
(V.28) | w(s) ||# 0 pour tout s € A*(F),
alors, il existe un automorphisme de linéarisation formelle de la forme

Ne =Y Ne*B,,

avec, pour tout s = (s1,...,s,) € A*(F), s; € A(F),
€w1+"'+w'r

(et —1)... (e @ittw) _1)’

(V.29) Ne# =
oU w; = 8.\

Démonstration. — On calcule le moule (Ne®)™! par récurrence sur la longueur des suites.

Pour l[(w) =1, on a

d’ou ,
(Ne)™ = ev —1
Pour [(w) =7, w = (wy,...,w;), on a
6||w||<]\[€w)fl _ (Neﬂ)*l + (NGLUQ ..... wT)—17
soit
(Net)™ = S (Neren)™

Une simple récurrence donne la formule suivante
1

(V.30) (Ne)™ = (ewrttwr — 1)(ewettwr — 1) (ewr — 1)
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On déduit alors de la relation
(Ne®*) x (Ne*)™ = 1°,

la formule de Ne® :

6W1+"'+W7’

(61 —1)... (e—Git—ter) _ 1)’

(V.31) Ne* =

Comme Ne* vérifie 'équation (V.27), on déduit du lemme IV.5 que le moule Ne® est

symetrel, i.e. que Ne est bien un automorphisme de C[[z]]. O

3.3. Universalité du moule de linéarisation. — On peut qualifier le moule Na® ou

Ne® de coefficient universel, et ceci pour au moins deux raisons :

— deux champs de vecteurs de meéme partie linéaire et de méme alphabet ont exactement

le méme moule de linéarisation.

— tous les champs de vecteurs non résonants se linéarisent via un moule dont I’expression

formelle est fixe.

Précisément, nous avons les théoremes suivants, qui n’ont jamais, a ma connaissance,

été formulés dans les textes de Jean Ecalle ou de 'un de ses collaborateurs :

Théoréme V.3 (Universalité du moule Na® de linéarisation-Cas des champs)
Soit La = {La, },>1, r € N, la famille de fonctions a valeurs complezes La, : C" — C
définies par
1
(1 +-Fx )@+ a1

(V.32) La,(x1,...,1,) =

pour tout (xq,...,x,) € C\ Sa, ot le lieu singulier est donné par

(V.33) Sa, = {z =0} J{m + 22 =0} ... J{m + - + 2. =0}

Si X posséde une partie linéaire de spectre (A1, . .., \,x,) non-résonante, alors le moule

de linéarisation formelle est donné pour toute suite s € A(X)* de longueur r par
(V.34) Na* = La, (w1, .. .,w,),

ot w; = 8;. A, avec A = (A1,..., \).



CALCUL MOULIEN 77

Théoréme V.4 (Universalité du moule Ne* de linéarisation-Cas des diffeos)
Soit Le = {Le, },>1, m € N, la famille de fonctions a valeurs complezes Le, : C" — C

définies par

o1t

(V.35) Lep(zy,... 2y) = (e=(@+-Fer) — 1) (e=(@atFz) — 1), . (e=2r —1)

pour tout (xq,...,x,) € C\ Se, ot le lieu singulier est donné par

(V.36) Se, = {a, = 0} o + 2 =0} .. Hon + - + 2. = 0}

Si F posséde une partie linéaire de spectre (e, ..., eM) non-résonant, alors le moule de

linéarisation formelle est donné pour toute suite s € A(F)* de longueur r par
(V.37) Ne* = Le,(wy, ..., wy),
0l w; = 8;. A, avec A= (A1,...,\).

Le calcul moulien permet donc d’isoler dans le probleme de linéarisation, ce qui est
19)

intrinseque, de ce qui ne lest pas!
4. Prénormalisation

4.1. Formes prénormales. — On définit, en suivant Ecalle-Vallet [15], la notion de

forme prénormale continue.

Définition V.2. — Une forme prénormale d’un champ X dont la partie semi-simple est

diagonale est la donnée d’un champ de vecteur Xwan de la forme
(V.38) Xpran = Xiin + X, avec [Xjin, X, = 0.

Le champ X, est donc uniquement constitué de monomes résonnants.

Remarque V.4. — La classique forme normale de Poincaré-Dulac est une forme prénor-
male.
Définition V.3. — Soit X un champ de vecteur local de C¥, sous forme préparée. Une

forme prénormale est dite continue, si elle est continue par rapport aux opérateurs D,
n € A(X), le spectre de X étant fizé.

Nous avons le résultat suivant :

(19Pour une utilisation de cette propriété d’universalité dans un probleme de bifurcation de champs de
vecteurs, on renvoie a [5] et [6].
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Lemme V.3. — Soit X un champ de vecteur local de C”, de partie linéaire diagonale
Xiin, d’alphabet A(X). Le champ

(V.39) Xpran = X+ » . Pran®D,,
ecA*(X)

ot le moule Pran® est alternal et vérifie
(V.40) Pran®* =0 si ||w [|#0,
est une forme prénormale continue.

Démonstration. — Le champ X,,an est une forme prénormale car Xp,an — Xiin De contient
que des termes résonnants via (V.40). Par construction, X, est evidemment continue
par rapport aux D,, n € A(X), le spectre de X étant fixé. ]

Remarque V.5. — Le moule Pran® dépend seulement de l’alphabet A(X). Autrement dit,
st deux champs de vecteurs locaur X, et Xo, de méme partie linéaire, définissent le méme
alphabet, i.e. A(X1) = A(Xs), alors le moule Pran® définissant la forme prénormale (V.39)
est le méme pour X, et Xo.

4.2. Forme normale de Poincaré-Dulac. — La forme normale de Poincaré-Dulac est
construite par itération. On rappelle ici le procédé de construction :

On associe a X un champ dit simplifié de la forme

(V.41) Xoam = (expz ﬂ) X <6sz ﬂ) ;

ou Z porte sur tous les multi-entiers n = (nq,...,n,) €  tels que w # 0. C’est le procédé

n
classique de supression des termes non résonnants du champ.
On peut itérer ce processus et passer a la limite. On appelle forme normale de Poincaré-
Dulac le champ limite et on le note X;,.4,,. On a donc

(V.42) XX X2 = Xpam.

sam sam

Nous avons le théoreme suivant :

Théoréme V.5. — La forme normale de Poincaré-Dulac est une forme prénormale

continue, appelée forme prénormale élaguée et notée Xiram -

(V.43) Xiram = Xiin + Y _ Tram*D,.
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La démonstration repose sur une réecriture de la construction classique en terme de

moules et comoules, faisant apparaitre ainsi les constantes universelles Trams®.

Remarque V.6. — i. La forme normale de Poincaré-Dulac n’est pas une forme normale
dans le sens de Baider, Sanders ou FEcalle. C’est pour eviter toute confusion qu’Ecalle
appelle cet objet forme prénormale élaguée. Dans la suite de cet article, nous utiliserons
la terminologie d’Ecalle.

ii. Les constantes universelles Tram® sont explicites (voir le lemme V.5).

Démonstration. — Elle repose en partie sur le lemme suivant :

Lemme V.j. — Le champ simplifié X4, associé a X posséde un développement moulien
de la forme

(V.44) Xam = Xiin + Y _ Sam*D,,

ot le moule Sam?® est défini par
~ Sam? =0
~Sam® =0 siw/~0 et Sam® =1 siw = 0.
—sil(w) > 2, et tous les w;, 1 < i < r sont non nuls, alors

T

w 1 1) Fwp(r — k) —wpy1 — - — wy
(V.45) S“m:wl...%;( ) ((2(—1)!()70—;“)! !

— Si un seul w; s’annule
p

(-1
V.46 Sam* = .
( ) am (Z— 1)!(7”—i)!wl...wi,lwiﬂ...wr

— Enfin, si plus d’un w; s’annule, alors Sam* = 0.

Remarque V.7. — Le champ simplifié possede un développement moulien mais n’est pas
une forme prénormale. Il contient des opérateurs non résonnants.

*

Démonstration. — On commence par noter que © = Z —" peut s’écrire comme
nem w
(V.47) o= Z J*D.,
neES M

ol le moule J* est défini par

0 sinon.

1.
J':{ 581o_wetw7é0,
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L’exponentielle de © possede un développement moulien de la forme
exp O = Z exp(J*®)D,.
neSpm

Par définition, on a

exp(©) = (1) + %(J' KT

Or, un simple calcul donne

1 ) .

J'><---><J’—{ o slw=ww avec tous les w; #0, i =1,...,r,

- 1 T
—_—— .

rfacteurs 0 sinon.
On a donc
1sie=10,
[ ] 1 :
exp ©° = si @ =wi...w,, avec tous les w; # 0,

rlwy...w,
0 sinon.

Par définition de X,,,,, nous avons

KNegm = Zexp (J*)B Zexp —J*)B

Or X = Xy, + Z D,,, qui possede I’écriture moulienne
neQ

X = Xyn + ZI'D.,

ou I* est le moule défini par [“* = 1 et [¥ = 0sil(w) > 2. On a donc I'expression moulienne
complete de X4, -

Xsam = (Z exp(J*)D ) (Xim +>-1°D,) (Z exp(—J°)D.> .

Comme

(Zexp(J') ) (Xiin) (Zexp .) = Zexp(J') x 7 exp(—J°*)D,,

avec v/ la dérivation sur ’algebre des moules définie par
VMY =wM®,
on obtient I’équation moulienne suivante pour Sam® :

(V.48) Sam® =exp J* x 7 exp(—J*) +exp J® x I* x exp(—J°).



CALCUL MOULIEN 81

Cette équation permet de calculer l'expression du moule Sam® par récurrence sur la

longueur des séquences.

Le moule C*® = exp J*® x I*® est défini par

0 si au moins un des w;, 1 <7 < r — 1 est nul,

C* =

sinon.

(T — 1)'(,01 o Wr

Le moule D* = C*® x exp(—J*) est donc défini par DY = 0, D¥ = 1. Pour une suite w de

longueur > 2, on a
Dw1...wr — Cvuq (eXp<_(]O))w2...wT + Cwlwg (exp(_{]o>>w3...wr + . + Cvuq..‘wr'

On a plusieurs cas :
— si au moins un des w; est nul, 1 <7 < r — 1, alors tous les C¥*“i avec j > i+ 1 son

nuls, ainsi que tous les (exp(—J*))“*“r pour k < i. Donc, on a
le...w,« — Owl'"wi(eXp(—J.)wi+1"'wr.

On a donc :
0 si au moins deux w; sont nuls.
le...wr — (_1)7‘—1
(0 —Dlr —i)wy ... w1 ][wigr - wy
— si seul w, est nul, alors D¥t+“r = C““r et on a
1
(r—Dlwy .. wpy

siun seul w;, 1 <i<r—1, est nul.

DwLewr —

— si aucun w; n’est nul alors

T | S R
(r—Fk)lws... w, w (r—2)ws... w, .
—1
X
+(r—2)!w1...wT,2 Wy + (r—Dlwy .. w0y’
soit

1 (1) R,
PDwwr — )
Wi ... Wy ; (k—Dl(r —k)!

De méme, on montre facilement que E* = s7expJ® est défini par E? = 0, et plus

généralement

0 si au moins un des w;, 1 <@ < r, et nul;
EUJI...L«JT — (Wl 4+ 4 wr)(_l)r

rlw ... w,
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On en déduit expression du moule F* = exp(J*) x E*. On a F? = 0 et F¥ = E* donc

F“=0siw=0et F¥ = —1 sinon; pour un mot de longueur » > 1, on a :
Ferr = (exp(J*) B0 o (exp(*)) 1 B2 - (exp(J*)rr B,

donc F“'“r =( si un au moins des w; est nul. Si aucun w; n’est nul, alors

w1+ Fwp)(=1)" —1w,

( r!wl...w)f )+.”+(7“—(1)!C31---wr
L g )

(r—k+1(k—-1)!

Fu.)l...wr —

Y

1

W1 ...Wr

k=1

Sam® = F* + DY = 0,

Sam® — 1siw=0.,
W= 0siw £ 0.

Pour toute suite de longueur » > 2, on a :

— si au moins deux w; sont nuls, alors F* = D% = 0, donc Sam® = 0.
— si un seul w; est nul, F¥ =0 et

1 (_1)7“—1
(7, - 1)'(,()1 e Wi (7“ - z)'wlﬂ .. .wr'

Sam¥ =

— si tous les w;, 1 <17 < r, sont non nuls, alors

o L ()@ — k) —wigs — e —wy)
Wi ... Wy (k—1D(r —k+1)!

Sam
k=1
On en déduit le lemme. O

Pour terminer la démonstration du théoreme, il suffit de remarquer que par itération les

champs X7, garde une forme de type (V.44), de méme pour Xy,
(V.49) Xiram = Xiin + Y _ Tram*D,.
On en déduit le théoreme. O

Les moules de la forme élaguée ont une expression algébrique simple :

Lemme V.5. — Le moule de la forme élaguée est définie par
(V.50) Tram® = (Sam®)°'),

ot (Sam®)°™ = Sam® o --- o Sam®, n fois.
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Remarque V.8 — Le lemme précédent traduit simplement le fait qu’a la r-iéeme étape,

on ne touche pas les composantes de degré inférieur a r du champ.

Le calcul explicite des moules Tram® est possible car on a une expression exacte des
moules du champ simplifié. Il n’est pas nécessaire d’itérer la composition du moule Sam.

En effet, nous avons les deux relations suivantes :

(V.51) Tram® = Tram® o Sam?®,
(V.52) Tram® = Sam® o Tram?®,

qui proviennent toutes les deux de la stabilisation des composés itérés du moule Sam?® sur
Tram?®.

De ces deux formules, seule la premiere fournit une relation de récurrence. En effet, on

a:

(V.53) Tram®“n = Z Tram!™ -1l Sam®" . Sam™,
ul.ur=w

(V.54) Tram~t“m = Z Sam! 1N gm® . Tram™.
ul. ur=w

Si au moins un w; # 0, alors le moule Tram*“*“ est défini par

(V.55) Tram<t—“m = Z Tram!*

ul. ur=w; r<n—1

1 r

1y... r
="l Sgm™ .. Sam™" .

Par ailleurs si tous les w; sont nuls, on a par alternalité pour toute suite de longueur > 2 :

(V.56) Tram®° = 0.

Remarque V.9. — Le moule Tram est associé¢ a une forme prénormale. Il est donc nul
sur toute suite w telle que | w [|# 0, i.e. sur les suites non résonantes. Malheureusement,
si || w||=0, alors le moule Tram® disparait dans la seconde équation.

5. Arborification : une introduction

Un probleme important dans la normalisation des champs de vecteurs ou difféomor-
phismes, est celui de la convergence/divergence de 1’automorphisme de conjugaison. Ce
probleme est a la source des travaux de Siegel, Bruyno, Russman, Arnold, Moser et
Yoccoz. La méthode d’arborification/coarborification permet de démontrer la convergence
(lorsque c’est le cas) des séries formelles construites via le calcul moulien.
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Pourquoi a-t-on besoin d’arborifier /corarborifier la série pour établir sa convergence ?

Les séries obtenues par le calcul moulien se prettent mal a I’analyse. Une semi-norme sur
les opérateurs de C{z} étant donnée, on obtient, en général, de trées mauvaises estimations
sur la semi-norme de la série. Cet artefact est dii a la majoration directe d’opérateurs
de la forme B;...B, qui ne sont pas homogenes. Une idée est donc de reécrire la série
en faisant apparaitre des opérateurs homogenes. Le codage de ce procédé est la méthode
d’arborification.

Commencons par définir une norme :

Définition V.4. — Soient U et V' deux voisinages compacts de O dans C”, tels que V C
U. Pour tout germe de fonction ¢ de C{x} en 0, on définit

(V.57) | ¢ llo=sup | ¢(z) | .
zeU
De méme, pour tout opérateur P de C{z} dans lui-méme, on définit
(V.58) | P lluv="sup [ Po|v.
¢l llgllu<1

On dit que la série d’opérateurs Z P,, est normalement convergente si la famille (|| P, ||
n
)n st sommable pour une paire (U, V') au moins.

5.1. Convergence sans arborification : le théoreme de Poincaré. — La démons-
tration de la convergence normale des séries mouliennes ne nécessite pas toujours le re-
cours a la méthode d’arborifcation. C’est le cas des séries du théoreme de linéarisation
de Poincaré. Vue la forme du moule intervenant dans le probleme de linéarisation, cette
convergence ne peut avoir lieu que sous une contrainte sur la vitesse a laquelle les w(n)
peuvent s’approcher de 0 lorsque || n || augmente. Cette “vitesse” dépend essentiellement

de la disposition des valeurs propres du spectre de la partie linéaire du champ.

Définition V.5. — Soit A = (A1, ..., \,) une collection de valeurs propres dans C¥. On
définit :

— le domaine de Poincaré P comme ['ensemble des A dont [’enveloppe convere ne
contient pas 0.

— le domaine de Siegel S, comme le complémentaire du précédent.
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Une condition de controle tres forte du spectre est ’absence de petits diviseurs.

Définition V.6. — On dit que le champ X ne contient pas de petits diviseurs s’il existe
une constante C' > 0, telle que

YweQ, |w|>C.

Si le champ ne possede pas de petits diviseurs, il est nécessairement non résonant, donc
formellement linéarisable d’apres le théoreme de Poincaré (voir théoreme V.2). La conver-

gence de la série normalisante est assurée par le théoreme suivant :

Théoréme V.6. — Soit X un champ de vecteur ne contenant pas de petits diviseurs, et
dont le spectre est dans le domaine de Poincaré. Alors, l'automorphisme de linéarisation

du théoréme de Poincaré (théoréme V.2) est analytique.

La démonstration suit la démarche usuelle, mais sur les moules. Elle va nous permettre

de dégager des majorations importantes pour la suite.

Démonstration. — La premiere étape consiste a se ramener, via un changement de va-
riables analytique (en fait, méme algébrique) & une situation ou 'alphabet est tel que les
w sont toutes de partie réelle positive. C’est finalement, uniquement ce fait qui assure la

convergence de la normalisation(??).

En effet, comme les valeurs propres \; sont dans P, il existe un 6 € R tel que
\i € Py ={z € C,Re(z¢") > 0}.

On peut donc, via une rotation, se ramener au cas ou toutes les valeurs propres sont
dans le demi-plan {Re(z) > 0}. Il existe donc une constante p > 0 telle que pour tout i,
Re(A;) > p. Une conséquence importante est qu’il n’existe qu’'un nombre fini de w dans

tels que Re(w) < 0. Il existe donc un changement de variable polynomial tel que X s’écrive

X=X+ Y B

neP(X)

ou P(X) est le nouvel alphabet tel que
Vn € P(X), Re(w(n)) > 0.

Nous avons le lemme suivant :

(20)Nous allons le voir, ceci implique que les combinaisons linéaires des w € Q, intervenant dans le moule
de linéarisation, ne peuvent pas étre trop petites.
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Lemme V.6. — Pour toute suite n de longueur r, on a

(V.59) | Na* |< % | (Na™h)" < % Cy >0,
(V-60) | By luy< G ™ || But llow -+ | Bur llows Co >0,
(V.61) | B o< (Cu)™, Cuy >0,

(V.62) ¢(N) < (C5)N®W | ¢y > 0,

ou|n|=ny+---+mn, et N(n)=|n' | +---+ | n" | est le poids de n; ¢(N) est le nombre
de mots de poids N.

La démonstration est donnée dans la prochaine section.

On démontre la convergence normale du normalisateur Na. On a

| Na"B, || <

IN
il
-
=
=
9
v

Par conséquent, on a

S NaB,| < Y | NatB, vy,

l(n)=r, N(n)=N

uyv N
< C(O)C{,{VchV,
1
< 3Co —Cf .
Comme r < N, on a
1 < 1
cr - oy

On en déduit
CsCoCr N\ N
Y Nen| < <%) .
I(n)=r, N(n)=N Uyv '

Pour un bon choix de (U,V), on peut rendre Cy - aussi petit que 'on veut. La série est

donc normalement convergente. [
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5.1.1. Démonstration du lemme V.6. — Par hypothese, tous les w(n) sont de parties réelles
strictement positives. Par ailleurs, ’absence de petits diviseurs impose que pour tout w,
| w|>C >0.0n a donc

Vw € P(X), Re(w) > C.

On en déduit pour tout r,

lwi+-+w. | > Re(w +--+w,),
> rC
On a donc
Na™ |< .
| < riCr
5.2. Le probleme des petits diviseurs et le théoreme de Bruyno. — L’existence

des petits diviseurs conduit a des difficultés analytiques sérieuses. Nous avons le théoreme

de Siegel :

Théoréme V.7. — En présence de petits diviseurs, les séries mouliennes de © et ©~1

sont génériquement divergentes.

Néanmoins, on imagine bien qu'un controle de la vitesse de convergence des w(n)
vers 0 lorsque n augmente doit permettre de rétablir la convergence de la série. C’est ef-

fectivement ce qui se passe, sous une condition, appelée condition diophantienne de Bruyno.

On note w(k) la quantitée définie par

(V.63) w(k) = inf {A.m = Z)‘imi’ |m |< 28 et Aom # 0} :
i=1
ou les m; sont tous positifs, sauf au plus un qui peut valoir —1, de somme | m |= Z m; > 0.
i=1
La condition diophantienne de Bruyno est :
log(1
La série S = Z o8 / - est convergente. (B)

Le théoreme de Bruyno s’énonce alors comme suit :

Théoréme V.8 (Bruyno). — Soit X un champ de vecteurs analytique dont le spectre de

la partie linéaire vérifie la condition (B). Alors, ce champ est analytiquement linéarisable.



88 JACKY CRESSON

La démonstration originale de Bruyno est longue et difficile. Une présentation claire et

soignée de son travail est donnée par Martinet [22].

Ce que peut apporter le calcul moulien dans ce probleme, c¢’est un cadre conceptuel clair
qui guide les différents calculs et estimations nécessaires a la démonstration.

En tout premier lieu, il faut comprendre pourquoi ce probléeme est beaucoup plus difficile
que le théoreme de convergence sous la condition de Poincaré.

Les majorations du lemme V.6 concernant les opérateurs B,, sont les mémes pour le
théoreme de Bruyno, car elles ne dépendent pas du spectre de la partie linéaire. Le seul
changement est dans l'estimation de la taille du moule de linéarisation Na®, qui dépend
fortement des propriétés arithmétiques des w.

Lemme V.7. — Pour toute suite n, on a

(V.64) | Na® |< QY@ @ > 0.

Une estimation directe de la norme de Na donne, en gardant les inégalités (V.60), (V.61),
(V.62) du lemme V.6,

Z Na"B, < (T!ch%czczrj,v)N,
l(n)=r, N(n)=N UV

ce qui ne permet pas de conclure quand a la convergence de la série.

Les majorations précédentes ne peuvent pas étre améliorer. Autrement dit, le théoreme
de Bruyno est inaccessible via l’expression moulienne initiale du normalisateur Na. Si
convergence il y a, il faut affiner I’analyse de cette série.

La méthode d’arborification donne un procédé algébrique pour étudier la convergence

de ces séries. Néanmoins, et c¢’est un point important, cette méthode prend sa source

dans un probléme d’analyse, et sa mise au point n’est pas un probleme algébrique®V).

(DDu fait de Putilisation d’arbres et autres suites arborifiées, les spécialistes des algebres de Hopf y ont
souvent vu un relicat des bases de Hall. Or, I’arborification n’a strictement rien & voir avec ce probléme,
qui lui, est purement algébrique. Bien entendu, une fois la méthode formalisée, rien n’empéche une étude
purement algébrique de ses propriétés, comme dans [16] par exemple.



CALCUL MOULIEN 89

Essentiellement, la question a laquelle nous allons répondre est la suivante : comment

affiner notre estimation de la norme de la série moulienne Na ?

5.3. Premier pas : homogénéité et symétrie. — La construction du normalisateur
Na utilise des opérateurs différentiels homogenes en degré, B, n € A(X). Les différentes
combinaisons B,, de ces opérateurs sont encore des opérateurs différentiels homogenes de
degré || n ||. Peut-on préciser ce point ? Il suffit de faire un calcul en longueur 2 pour avoir
une idée du résultat général.

Soit By et By deux opérateurs de degré n' et n? respectivement de la forme
j=1
L’opérateur composé By 2y = BB, s’écrit
(V.65) By =Y Bi(2:)0s,[Ba(x)0s, + > Bu(w:) Ba(;)02,,.
ij 0,
De la méme maniere, on a :
(V.66) By = Y Ba(2:1)0a, [B1(;))0s, + > Bi(:)Ba(;)5 ..
ij 2
On voit que le second terme du développement de By 1) est le méme que celui de B g).

Devant ce terme, le coefficient est Na? + Na?. Comme le moule Na® est symétral, on
a Na'? 4+ Na®Y = Na'Na?.

Que faut-il retenir de ce calcul ?

On peut décomposer les B,, de facon a profiter des symétries du moule Na® pour obtenir

des majorations plus fines.

Avant de préciser la décomposition, on introduit la notion d’ordre d’un opérateur
différentiel.

Définition V.7. — Pour tout v-uplet § = (61,...,0,) d’entiers positifs, on note 02 =
Q.. 0%, On dit que 82 est d'ordre | § |= 61 + -+ + 6,. Un opérateur différentiel est
homogéne en ordre, d’ordre d, si il est de la forme

5, |6]=d
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Quelle-est la décomposition adéquate des opérateurs B, 7 On peut imposer deux

contraintes naturelles dans le cadre de ce probleme :

i) On isole dans les B,, des opérateurs différentiels homogenes en ordre, ceux-ci étant
déja homogenes en degré.

ii) Les coefficients de ces opérateurs sont des produits de termes dépendants des B,;.

La condition ii) est nécessaire si 'on veut facilement majorer la norme de ces opérateurs,

ce qui est essentiel pour notre propos.

5.4. Codage du procédé de décomposition. — Le procédé de décomposition peut
se coder via deux opérations sur les opérateurs homogenes en ordre et en degré, et donne
naissance, une fois formalisé, a la méthode d’arborification.

Définition V.8. — Soient By et By deux opérateurs différentiels homogenes en degré et
en ordre,

ou les b; 5 sont dans C[[z]]. On note
Bag< Z b1,6(2) 03 [ba, ()]0,
oy

et

Bigs = Z bf(x)b}(x)@i”.
o,y

Par récurrence sur la longueur des suites, on peut coder ’ensemble des parties ho-
mogenes en degré d’un opérateur B,,.
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Notons B; = Zb O,y ©=1,2,3. On a

i=1

Bl,2,3 = (Z BZ x] BB ZUk 81‘k + ZBQ Z; B3(xk’)a:c xk) 3

= Y Bi(x:) (0s,[Ba(x;)]0s, [33(13k)]8xk
1,5,k
+By(24)0%,, [ Bs ()]0,
+B2( 7)0x [Bz(xk)]@% -
Oy, [Ba( )]BS(%)@%W
+Bz(3?y)3 [Bs(1,)]0% .,
+BQ(IJ)B3(xk>aglle'k

On a deux opérateurs différentiels d’ordre 1, trois d’ordre 2 et un d’ordre 3. Soit, en

reprenant les notations de la définition V.8 :
B3 = Bazgz)< + Bae2s)< + Begy<e1 + Ba2<as + Bus)<e2 + Bis2aes.

La mise en forme de cette décomposition nécessite un alphabet nouveau, dit arborifié.

Définition V.9. — Une appelle suite arborescente, et on note w<, une suite construite
sur A(X) avec les symboles < et &. On note Arb(X) l'ensemble des suites arborescentes.

Sin € A(X)*, on note Arb(n) lensemble des a~ € Arb(X) intervenant dans la
décomposition de B,,. On a donc
B,= Y B

a<eArb(n)
On peut donc réecrire la série moulienne de Na sous la forme
Y Na"B,= ) Na* B,
neA*(X) a<eArb(x)

Les coefficients Na2™ définissent un moule sur Arb(X), noté Na*
Définition V.10. — Le moule Na®~ est appelé moule arborifié de Na®.

Le moule arborifié est bien entendu une combinaison linéaire du moule initial. Si on note
X (a*~) 'ensemble des suites n de A(X)* telles que a~ € Arb(n), on a :

Na™ = Z Na™.
neX(a<)

Il nous reste a formaliser cette construction, afin de simplifier sa présentation.
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5.5. Définition formelle de arborification. — Les définitions précédentes sont liées
au codage de la construction des opérateurs différentiels homogenes en ordre et degré. On
peut evidemment donner une définition purement algébrique de ces objets, comme par

exemple les suites arborescentes.

Définition V.11. — Une suite arborescente sur A(X) est une suite n~ d’éléments de
A(X), avec sur les indices un ordre partiel appelé ordre arborescent : chaque i de {1,...,r}
possede au plus un conséquent noté i, .

On note ny @ ny 'union disjointe de ny et ny ; dans cette suite lordre partiel interne
est conservé, mais les éléments de ny et ny sont incomparables.

Un n< est dit irréductible s’il ne posséde pas de décomposition non triviale ny & ns,

autrement dit s’il posséde un plus grand élément.
On peut toujours représenter une suite arborescente par un arbre.
Les opérateurs arborifiés peuvent alors se définir directement par récurrence.

Définition V.12. — Pour une suite arborescente donnée n~ = (n',... , n")<, on définit

B,< comme étant 'unique opérateur vérifiant les trois propriétés suivantes :

“Bu<(g) = Y (Bgf¢> (B@;%U)'

< < _ <
ny Gny=n

— Si la suite n< se décompose en eaxctement d suites irréductibles non vides :

alors By< est un opérateur différentiel homogéne d’ordre d.
- Sin< =ning alors

By« = By< By,
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Ces trois propriétés définissent bien B,< qui se calcule par récurrence de la maniere
suivante :

14

By« = Z(Bn(xi))azi sil(n®) =1,

=1
B,< = ZBQT(BRO (74))0,, sin~ = nynyg.
i=1
1
By = -0 S (B@; (xi1)> (Bﬂfd(xid» Dy, -+ Do
U8 i g <1< ja<d
ou d; est le nombre de suites arborescentes identiques n qui interviennent dans la

décomposition de n~ =ny @ ...nj5.

. . /
Pour une suite arborescente a~ = (a',...,a")< et une suite n = (n',...,n"), on note

<
proj ( Qn ) le nombre de bijection de {1,...,r} dans {1,...,7'} (nul si r # 1) vérifiant :

si i) < iy dans @, alors o(iy) < o(ip) dans n et n/ = a’ si j = o(i).

On a alors les relations

Sg< _ Z proj ( Q; ) Q’

neA(X)*

pour tout moule S°, et

[ a~
B, = Z proj ( _ﬂ ) B,<.

a<eArb(x)
5.6. Démonstration du théoreme de Bruyno. — Par construction, on a
| Bu< uv< €Y7, Qi >0,
pour une constante C' dépendant de U et V', et
g(N) < Q7. Q2> 0.

La disparition du r! dans la majoration des opérateurs arborifié est évidente. On devrait
s’attendre a la retrouver dans la majoration des moules arborifiés. Mais, et c¢’est la que

joue a fond les symétries, on a :

Lemme V.8 — Pour toute suite arborescente n<, on a

(V.67) | Na2™ |< QY™ @5 > 0.
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La démonstration de cette inégalité n’est pas, contrairement au cas des comoules B,,<,
une conséquence directe de la méthode d’arborification. Elle résulte du fait que I’équation

différentielle satisfaite par le moule (Na)~! s’arborifie, i.e. que 1'on a

(V.68) [A(Na)™']*" = 1*" x (Na 1)~

1

La forme du moule (Na™')*" est donc la méme que celle de Na~' et les estimations

classiques sur les petits diviseurs permettent de conclure(®?.

La convergence normale de la série arborifiée s’en déduit sans peine.

Remarque V.10. — A ma connaissance, il n’y a pas de théoréme général concernant la
méthode d’arborification qui permet de préciser son domaine d’application. Le fait que la

méthode restaure la convergence se fait au coup par coup sur les exemples.

(22) Je ne ferai pas ces calculs ici, qui ne sont pas simplifiés par la méthode d’arborification ou l'utilisation
du formalisme des moules. Jean Ecalle souligne qu’il faut utiliser les estimations obtenues par Bruyno
([3],p-207-224).
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NOTATIONS

Soit K un anneau. On note :

- K[x] 'ensemble des polynomes a coefficients dans K.
- K[[z]] Pensemble des séries formelles a coefficients dans K.

- K{x} les séries analytiques.
Soit X un alphabet.

- Ax algebre libre sur X.

- Lx Dalgebre de Lie libre construite sur X.

- My Tidéal de K[[z]] formé des séries formelles sans terme constant.
- ULx algebre enveloppante de ’algebre de Lie L.

- X* I'ensemble des mots construits sur X.

- X*" I’ensemble des mots de longueur r» > 0.

- Mk (X) P'ensemble des moules sur X a valeurs dans K.
- sh : application de battage.

-csh : application de battage contractant.

- A : coproduit sur A.

- A, : coproduit sur E.

- M* : le moule M.
- M2 : le moule M évalué sur la suite s.
- M*" : Varborifié du moule M®.

95
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